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AVERTISSEMENT 



DE LA DEUXIÈME ÉDITION. 



Cette édition, conforme à la précédente, contient quelques 
additions : nous avons établi le produit de deux déterminants 
par une seconde méthode, simple et rigoureuse, qui est 
adoptée dans l'enseignement; nous avons calculé la dérivée 
d'un déterminant; et nous avons déterminé les invariants en 
coordonnées des courbes du second degré. Ces compléments, 
assez faciles, méritent, par leur importance, de figurer dans 
un ouvrage élémentaire. 



Paris, i»*" mai i883. 

G. D. 



PRÉFACE 



DE LA PREMIÈRE EDITION. 



La Science des Déterminants est Tun des instruments les 
plus puissants que TAnalyse mette à la disposition des Géo- 
mètres; Iç mécanisme en est fort simple, les méthodes sont 
presque élémentaires, les résultats sont d'une fécondité re- 
marquable. Née de la résolution des équations du premier 
degré à plusieurs inconnues, elle en abrège les procédés, en 
généralise les formules et donne à celles-ci une expression 
figurée, à la fois simple et précise, serrée et commode, qui 
rend la combinaison de ces formules sûre et rapide. 

V Algèbre, qui a donné naissance aux Déterminants, tire 
ainsi le premier fruit de son œuvre, au seuil même d'opéra- 
tions souvent fort laborieuses; mais cet avantage n'est pas le 
seul tribut que TAlgèbre lève sur cette science nouvelle, 
éclose dans son domaine : elle y trouve des ressources bien 
autrement précieuses pour l'élimination d'un ordre supérieur 
et pour la détermination des solutions communes aux équa- 
tions de degrés élevés. Ces parties, si épineuses dans la pra- 
tique, ont été simplifiées avec art et précision,, et des calculs 
presque inextricables sont.devenus d'une /acilité merveilleuse 
et même originale. 

En Géométrie analytique, pour évaluer les angles, les lignes, 
les surfaces et les volumes en fonction de certaines données, 
on établit les relations qu'on sait exister ou qu'on découvre 
entre ces données, entre la quantité cherchée et enire d'autres 
éléments auxiliaires de la figure, convenablement choisis. 
Les relations ainsi établies constituent les équations de la 
question, et les éléments qui y entrent, indépendamment des 
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données, forment autant û*inconnues auxiliaires, qu'il s'agit 
d'éliminer. Cette élimination, par les procédés ordinaires, est 
souvent longue et compliquée; elle se hérisse quelquefois de 
difficultés presque insurmontables. De plus, la suite des opé- 
rations introduit dans les équations résultantes, pour beau- 
coup de cas, des facteurs étrangers qui en embarrassent le 
maniement et masquei^t les liens apparents qui existent for- 
cément entre les données et la solution. 

Ce double inconvénient disparaît par remploi des Détermi- 
nants. Non seulement les opérations deviennent simples et 
aisées, non seulement les multiplicateurs étrangers sont 
écartés; mais les facteurs utiles apparaissent presque sponta- 
nément et sont immédiatement mis en évidence ; mais encore 
Texpression de la solution forme tableau, pour ainsi dire, et 
présente une symétrie remarquable dans la disposition de ses 
éléments connus. 

Les caractères qui distinguent entre elles les lignes et les 
surfaces d'un même degré, ceux qui embrassent les figures 
d'une même famille, ainsi que les conditions auxquelles ces 
figures peuvent être assujetties, se traduisent, dans l'Analyse, 
par certaines relations entre les coefficients de leur équation 
générale. C'est encore la Science des Déterminants qui con- 
duit à la détermination la plus rapide, qui fournit la représen- 
tation la plus succincte et la mieux figurée de ces relations 
de condition. 

Les Déterminants donnent aussi le moyen de trouver les 
fonctions qui ne sont pas altérées par une transformation 
linéaire des variables; la découverte et l'étude de ces fonc- 
tions sont peut-être le principal objet de cette science, dont 
le champ ne cesse de s'étendre et de se féconder. En Géo- 
métrie, cette transformation correspond à un changement 
d'axes de coordonnées ; les fonctions obtenues expriment donc 
dès propriétés absolument indépendantes du choix des axes. 
On coniprend dès lors toute l'importance que doit prendre 
cette branche de l'Analyse dans les investigations géomé- 
triques. 

L'importance des Déterminants se manifeste par des progrès 
incessants; elle est partout reconnue et proclamée, dans les 
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Journaux scientifiques comme dans les Mémoires et les Cours 
publics. Chaque année voit apparaître de nouvelles publica- 
tions sur cette féconde théorie et sur ses nombreuses appli- 
cations. Plusieurs auteurs s'efforcent, en même temps, de 
donner à cette science une forme plus simple, une rédaction 
plus élémentaire, une direction plus pratique, afin de la mettre 
à la portée des jeunes esprits. 

Dans beaucoup de pays, en Angleterre, en Italie et en Alle- 
magne, la théorie des Déterminants est prescrite dans ren- 
seignement et introduite dans les écoles. En France, elle a 
pénétré dans les lycées de Paris; elle se trouve enseignée 
dans beaucdtim d'établissements de province ; elle est admise %^ 
avec faveur etreçue avec avantage dans les examens d'admis- ^ 
sion à rÉcole Polytechnique et à l'École Normale ; elle appar- 
tient de droit au Cours de Mathématiques spéciales. 

Les professeurs, pour se maintenir à la hauteur de leur 
mission, sont forcés de consulter les Mémoires et les Traités 
spéciaux ; ils sont contraints de puiser dans des publications 
éparses;^ ils sont obligés de faire des extraits séparés, d'éta- 
blir un lien uniforme entre ces extraits, de les revêtir d'une 
forme simple et élémentaire, afin de les faire cadrer avec les 
matières de leur enseignement. Cette tâche, toujours labo- 
rieuse, souvent difficile par l'absence, l'éloignement ou la 
variété des sources originales, absorbe leurs loisirs ou dérobe 
à'ieurs fonctions une partie du temps qu'ils doivent aux soins 
immédiats des élèves. 

Les élèves eux-mêmes, restreints aux notes fugitives de la 
classe, sont embarrassés dans l'étude de leurs leçons par les 
parties qui leur ont échappé ou qu'ils ont mal saisies; ces 
points d'arrêt ébranlent leur confiance, en provoquant des 
efforts en pure perte. 

Un Livre pouvant servir de guide et d'aide-mémoire aura 
donc un côté à la fois utile pour les élèves et avantageux pour 
les maîtres, surtout s'il renvoie, en même temps, aux sources 
premières, aux documents complets, où la Science est traitée 
avec tous ses développements. 

C'est afin d'abréger le travail des Professeurs, de faciliter 
l'étude aux Élèves, que nous avons entrepris la rédaction de 
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cet Ouvrage. Nous y avons suivi les procédés les plus élémen- 
taires, adopté les notations les plus simples, exposé les prin- 
cipes les plus essentiels, qui suffisent en Algèbre et en Géo- 
métrie, dans rétendue du programme officiel. Si nous avons 
modifié plusieurs démonstrations usitées, c'est pour les sim- 
plifier, les abréger, les rendre accessibles aux jeunes com- 
mençants. C'est surtout pour eux que nous avons entrepris ce 
travail; c'est aussi à eux que nous l'adressons particuliè- 
rement. 

La première idée des Déterminérnts est due à Leibnitz 
{Lettre de Leibnitz à UHospitaly du 28 avril i&^ et Œuvres 
mathématiques de Leibnitz, publiées par (7erhardt, t. II, 
p. 289). Mais l'importance de ces fonctions a été signalée 
surtout par Cramer, dans son Introduction à V Analyse des 
courbes algébriques^ 1760; Cramer peut être regardé comme 
le second inventeur des Déterminants. Ce Géomètre a trouvé 
la loi de formation des Déterminants au moyen des formules 
qqe fournit la résolution de deux équations du premier degré 
à deux inconnues, et de celles que donne la résolution d'un 
système de trois équations à trois inconnues. Bézout a étendu 
cette loi à un nombre quelconque d'équations linéaires, ren- 
fermant autant d'inconnues, en même temps qu'il a donné une 
méthode rapide pour la résolution de ces équations {Histoire 
de r Académie royale des Sciences, 1764). 

Dans les travaux de Laplace et de Vandermonde {Histoire de 
l'Académie royale des Sciences, 1772, 2® Partie), dans ceux de 
Lagrange {Sur les Pyramides^ 1778, et JSouçeaux Mémoires de 
V Académie royale de Berlin, 1773), la loi de Cramer se trouve 
confirmée et plusieurs propriétés des Déterminants sont énon- 
cées et mises au jour. 

L'illustre Gauss, dans ses Disquisitiones arithmeticœ, 1802, 
a perfectionné et étendu le calcul algébrique, au moyen des 
Déterminants. Plus tard, Binet {Journal de V École Polytech- 
nique, XVP cahier, 181 3) et Cauchy {Journal de V École Poly- 
technique, XVIP cahier, i8i5) ont énoncé de nouvelles pro- 
priétés et ont donné, dans les applications, au moyen des 
Déterminants, une facilité inattendue à des calculs fort com- 
pliqués. 
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Ce n'est cependant qu'en i84i que Jacobi, dans son Mémoire 
De formatione et proprietatibus determinantiurriy posa les 
bases d'un Traité concernant la Théorie des Déterminants, et 
rendit cette science accessible à tous les mathématiciens. 

Depuis cette époque, la Science des Déterminants a été 
Tobjet de recherches incessantes de la part des géomètres, 
les progrès ont été rapides. Elle s'est signalée surtout par ses 
applications curieuses et variées à la Théorie des nombres, à 
celle des Équations, à l'Analyse en général, à la Géométrie et 
à la Mécanique. 

Ces applications sont consignées, d'abord en partie dans les 
écrits de Jacobi {Mathematische Werke) et de Cauchy {Exer- 
cices d'Analyse et de Physique mathématique) \ ensuite dans 
les Mémoires publiés par MM. Cayley (Memoirs upon quantics)^ 
Sylvester {Philosophical Magazine) ^ Hesse, Borghardt, Malm- 
STEiN, JoACHiMSTHAL {Joumal de C relie). 

L'emploi le plus heureux et le plus efficace des Détermi- 
nants a été fait par M. Hermite, dans ses savantes et profondes 
recherches sur la Théorie des nombres, et dans ses travaux 
d'Analyse. Il en a publié les remarquables résultats dans les 
Journaux de Crelle, de Liouville, etc. 

M. Salmon a puissamment contribué à la propagation de cette 
science par la publication d'Ouvrages spéciaux et par les ap- 
plications à la Géométrie, qu'il a données dans son Traité On 
the higher plane curves. 

r 

Les fonctions de Cramer étaient d'abord appelées résul- 
tantes; la dénomination Aq Déterminant, empruntée à Gauss, 
a été introduite dans la Science par Cauchy, qui lui a substitué 
plus tard le nom de fonction alternée. L'usage a fait maintenir 
le nom de Déterminant. 



Paris, mars 1877. 

G. D 



AVIS ESSENTIEL AU LECTEUR. 



Le texte courant de ce Traité forme la partie la plus élé- 
mentaire de la Théorie des Déterminants; il comprend, en 
outre, toutes les applications de cette science aux diverses 
matières qui constituent le programme des Mathématiques 
spéciales. Le lecteur peut en faire une étude suivie, en négli- 
geant tout ce qui est imprimé en petits caractères. 

Les autres articles, non revêtus d'astérisques, peuvent être 
lus ensuite; ils complètent le cours. Sans être indispensables, 
ils fournissent des résultats utiles et intéressants, dont TÉlève 
saura apprécier l'importance. 

La partie en petit texte, qui est affectée d'astérisques, ne 
présente aucune difficulté. Elle résume plusieurs applications 
curieuses des Déterminants à l'Algèbre et à la Géométrie ana- 
lytique; celles-ci reposent sur des méthodes, à la fois simples 
et rapides, qui trouvent un emploi fort avantageux dans beau- 
coup de branches des Sciences exactes. 
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5 I. Définitipn et notation des déterminants. — § II. Transformation des dé- 
terminants. — § III. Les déterminants mineurs. — § lY. Développement 
des déterminants. 

§ I. — Définition et notation des déterminants. 

1. Première définition des déterminants. — Etant donné 
le produit a, iaCs.../» de n quantités ^i, fr,, c^y ,..,1», si Ton 
fait entre les n indices i, 2, 3, . . . , n toutes les permutations 
possibles, en maintenant les lettres fixes, et que Ton donne à 
chaque résultat le signe -4- ou le signe — suivant que le 
nombre des inversions entre les n indices est pair ou impair, 
la somme algébrique des résultats obtenus est dite le déter- 
minant des n^ quantités du tableau 

(^\y V|, C|, • • • , tly 

Uif Oif Cij • • • , *a, 

(l) { «S, ^3, ^'3, ..., /a» 

1 . . • • 

I a • • 

■ « • • • • 

\ dny "«> Cny • • • » 'n* 
DosTOR. — Déterm, X 
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Ces n^ quantités sont appelées les éléments du déterminant. 
Nous désignerons ce déterminant par A. 

2. Inversion des indices. — Uinversion entre deux indices 
se comprend d'elle-même. Pour plus de clarté, nous dirons 
que deux indices présentent une inversioriy toutes les fois 
qu'ils ne se suivent pas dans leur ordre numérique, c'est-à- 
dire chaque fois que le premier indice est supérieur au sui- 
vant. Ainsi là permutation 

cil bi Cl d^ 

n*a pas d'inversion. La permutation 

a^ bz Cx di 

présente au contraire cinq inversions : une entre ai et chacun 
des trois éléments suivants 63, e», rfj, ce qui fait trois inver- 
sions; et une inversion entre 6» et chacun des deux éléments 
suivants c, et rfj, ce qui fait encore deux inversions; donc 
en tout cinq inversions, 

3. Permutations paires et permutations impaires. — Une 
permutation est dite paire ou impaire, suivant qu'elle pré- 
sente un nombre pair ou un nombre impair d'inversions 
entre les indices. 

Deux permutations sont dîtes de même parité, lorsqu'elles 
sont toutes les deux paires ou toutes les deux impaires; si 
l'une est paire et l'autre impaire, elles sont dites de parités 
différentes, 

k. Théorème fondamental sur les inversions. — Lorsque 
Von permute entre eux deux indices dans une permutation, 
la permutation change de parité, en d'autres termes, on al- 
tère d'un nombre impair le nombre des inversions entre les 
indices. 

Nous distinguerons deux cas, suivant que les indices inier-^ 
vertis appartiennent à deux éléments consécutifs ou à deux 
éléments quelconques de la permutation. 

1*» Considérons la permutation P = A^a/pB, où A désigne 
le produit des éléments a, b, ..., d qui précèdent l'élément e, 
ei B le produit des éléments g-, h, ..., / qui suivent Télé- 
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ment/; les éléments a, 6, ...» d sont affectés d'Indices quel- 
conquesy mais différents de a et (3, ainsi que les éléments 

Si Ton intervertit les indices a et (3, nous aurons la per- 
mutation P'= Aep/àB; or je dis que les permutations P et P' 
sont de parités différentes. 

En effet, il est aisé de voir que les éléments de A, com- 
parés entre eux et avec les suivants, présentent le même 
nombre d'inversions dans P et P'; et que les éléments de B, 
comparés entre eux et avec les précédents, présentent aussi 
un même nombre d'inversions dans P et P'. Mais Tun seul 
des deux produits e«/p et e^/a présente une inversion; par 
suite, Tune des deux permutations P et P' présente une in- 
version de plus que l'autre; donc ces deux inversions sont 
de parités différentes. 

Nous en concluons que, si dans une permutation on fait 
avancer ou reculer un indice d'un rang, la permutation change 
de parité. 

2** Supposons actuellement que, dans la permutation P, on 
intervertisse les indices des deux éléments e et e', de rang r 
et r', qui sont séparés par m éléments. 

On amènera l'indice de l'élément e au rang r', en le faisant 
reculer de m -+- 1 rangs, ce qui produira m -+-i changements 
de parité; puis on amènera l'indice de l'élément e' au rang r, 
en le faisant avancer de m rangs, ce qui produira encore 
m changements de parité. Par suite, la permutation P aura 
subi en tout un nombre m -f- 1 -+- m ou un nombre impair 
2m -f- 1 de changements de parité; donc la permutation résul- 
tante sera d'une parité contraire à celle de la permutation P. 

5. Composition du déterminant A par rapport à la posi- 
tion des n} éléments dans le tableau carré (i) de ces élé- 
ments. — Il n'est pas difficile de reconnaître que chaque 
terme du déterminant A contient un élément et un seul de 
chaque colonne dans le tableau carré (i) des n} éléments; 
car chaque permutation, formée au moyen du terme^type 
a,6,C8.../» par l'inversion des indices, renferme chacune des 
n lettres a, b, c, ..., / et ne la renferme qu'une fois. 
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Chaque terme de A contient aussi un élément et un seul 
de chaque ligne horizontale du tableau carré (i) des n* élé- 
ments; car chaque terme, formé au moyen du même terme- 
type par l'inversion des indices, renferme, comme indice, 
chacun des n premiers nombres entiers i, 2, 3, ..., n et ne le 
renferme qu'une fois. 

Réciproquement^ tout produit de n facteurs, qui ne con- 
tient qu'un élément de chacune des n lignes horizontales du 
tableau (i) et aussi qu'un élément de chacune des n colonnes 
verticales de ce tableau, pourra être considéré comme un 
terme du déterminant A, s'il est affecté du signe ■+- ou du 
signe — , suivant que le nombre des inversions entre les in- 
dices y est pair ou impair : car ce produit est nécessairement 
l'un de ceux obtenus par la permutation, de toutes les ma- 
nières possibles, des indices dans le produit ai6aCs... /.. 

On en conclut que le déterminant peut aussi recevoir la 
défmition suivante, qui nous paraît la plus élémentaire. 

6. Définition ordinaire des déterminants. — Étant données 
n^ quantités 

ûi> 0\f Cif ••., «1, 
Gj» ^a> Cjf ••., *j, 

Clif Osy Czf .••, hf 

• • • • ■ 

• • • • • 

^ny ^lif ^ny •••» *«> 

représentées par des lettres munies d'indices^ qui sont dis- 
posées en un carré de n colonnes verticales distinguées par 
les lettres et de n lignes horizontales marquées par les in- 
dices, le déterminant de ces n* quantités ou éléments est I? 
somme algébrique de tous les produits possibles que l'on 
peut former avec ces n^ éléments, pris n à n, de manière que 
chaque produit ou terme ne contienne qu'un élément de 
chaque ligne et aussi qu'un élément de chaque colonne. 

7. Terme principal du déterminant. •— Le produit 

ai 6, Cs . . . In 

des n éléments ai, 6a, c^, ..., /„, qui sont disposés en diago- 
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nale, de gauche à droite, constitue le terme principal du dé- 
terminant; les lettres s*y suivent dans leur ordre alphabétique 
et les indices y sont rangés dans leu r ordre de grandeur 
croissante. 

Ce terme est ainsi appelé parce qu'il sert à former, en va- 
leur absolue, tous les termes du déterminant, en y maintenant 
les lettres dans leur ordre alphabétique et en opérant entre 
les indices toutes les permutations possibles. 

Car, de cette manière, chaque terme obtenu, ne renfermant 
qu'une fois chacune des n lettres a, 6, c, ..., / et qu'une fois 
aussi chacun des n indices i, 2, 3, ..., n, ne contiendra qu'un 
élément de chaque ligne et aussi qu'un élément de chaque 
colonne. 

De plus, comme nous l'avons déjà prouvé au n® 5, tous les 
termes du déterminant auront été formés, puisqu'on aura 
effectué toutes les permutations possibles entre les n indices 

On pourrait aussi, dans le terme principal, maintenir les 
indices dans leur ordre numérique et opérer toutes les per- 
mutations possibles entre les n lettres a, by c, ..., /. 

8. Régie des signes. — Le terme principal d'un détermi- 
nant est toujours affecté du signe -f-. 

Si les lettres, dans les différents termes, sont maintenues 
dans leur ordre alphabétique, les autres termes seront affectés 
du signe H- ou du signe — , suivant que les indices y pré- 
sentent un nombre pair ou un nombre impair d'inversions 
(nM). 

Ainsi, si n = 3, le déterminant défini au n** 6 sera formé 
avec 3* ou 9 éléments; les produits aa6s<?i'et «3^2^, seront 
deux termes de ce déterminant. Dans le terme a» fe» c,, les 
indices se trouvant rangés dans Tordre 2, 3, i, forment une 
inversion entre 2 et i et une autre inversion entre 3 et i; ils 
présentent par suite un nombre pair d'inversions; donc ce 
terme devra être affecté du signe +. Dans le terme «j 6» c», 
au contraire, il y a une inversion entre chaque indice et les 
suivants; il contient, par suite, trois inversions et devra être 
affecté du signe --. 
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Si, au contraire, les indices se suivent dans leur ordre nu- 
mérique, les différents termes du déterminant seront affectés 
du signe -4- ou du signe —, suivant que les lettres y pré- 
sentent un nombre pair ou un nombre impair d'inversions. 

Ainsi, dans les deux termes a^btCi et a^b^d du détermi- 
nant formé avec 3' ou 9 éléments, rangeons les indices dans, 
leur ordre numérique; ces deux termes s'écriront Cxa^b^eX 
Cl 62^3. Le premier c, a, 63 de ces termes présentera deux in- 
versions, Tune entre c et a, Tautre entre c et b; il sera affecté 
du signe -+-. Le second terme c, 6,^3 présentera trois inver- 
sions. Tune entre c et b, une autre entre c et a et la troisième 
entre 6 et «; il sera affecté du signe — . 

9. Définition IV. — Chaque terme du déterminant de 
n^ éléments est le produit de n de ces éléments, ou le pro- 
duit de n facteurs; on dit, pour cela, que le déterminant est 
du 71**™* degré ou du n^*™* ordre. 

Le déterminant du n**'"* ordre contient autant de termes 
que l'on peut former de permutations avec les n indices 
I, 2, 3, ..., n ou avec les n lettres a, b, c, ..., /. Le nombre 
des termes de ce déterminant est donc égal au produit 

10. Définition V. — Les termes d'un déterminant sont sé- 
parés en deux classes : la première classe ou la classe paire 
comprend les termes positifs; la seconde classe ou la classe 
impaire renferme les termes négatifs. 

Dans un déterminant, le nombre des termes affectés du 
signe -\- est égal au nombre des termes affectés du signe — ; 
car, si dans un terme positif on permute entre eux les deux 
derniers indices, on formera nécessairement un terme qui 
aura une inversion de plus ou de moins que le précédent; ce 
terme sera donc négatif. 

11. Exemples. — i** Pour avoir le déterminant du second 
ordre f composé des quatre éléments 

«1, fe,, 

«a, biy 
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dans le produit ab on donne aux deux lettres a et 6 les in- 
dices respectifs i et 2, puis 2 et i, tels qu'ils se suivent dans 
les permutations 12 et 21 que Ton peut former avec les in- 
dices I et 2; on donne le signe + au premier résultat ai 6, et 
le signe — au second a^ fe„ On trouve ainsi a^ bt — a^bt pour 
le déterminant demandé. 

2p S'il s'agit de former le déterminant du troisième ordre, 
qui est composé des neuf éléments 

«1, ^1, Cl, 

(I) { «2, ftj, Ciy 

Clif D3, Cs, 

on écrit la lettre c affectée de l'indice 3 à la droite de chacun 
des deux termes ai b,, — at 61 du déterminant du second 
ordre, ce qui fournit les deux produits a^b^c^ et — ajô, Ca; 
puis on fait avancer l'indice 3 d'un rang dans chacun de ces 
produits, ainsi que dans les deux produits résultants, et l'on 
a soin de changer le signe du produit à chaque pas de l'in- 
dice 3. On obtient ainsi le déterminant demandé du troisième 
ordre 

(II ) «1 bi <?3 — «1 fts Ci -^ «3 bx C2 — «2 ^i C3 •+- a, 63 c?i — «3 bi C|. 

12. Remarque. — Supposons que les neuf éléments. dis- 
posés en carré (I), qui composent notre déterminant du troi- 
sième ordre (II), soient les coefficients respectifs qui multi- 
plient les inconnues dans un système de trois équations du 
premier degré à trois inconnues ;r, /et z; ce système sera 
nécessairement le. suivant : 

Iûr, ^ -h bxjr-\- CiZ = kif 
a, ^ -4- 6j j -hCi z=z A*,, 
«3 ^ + 63 J -h C3Z = A*8, 

où les termes connus A*,, k, et ^3 sont quelconques. 

Il est aisé de voir que notre déterminant (II) est précisé- 
ment le dénominateur commun des valeurs que fournissent 
pour les inconnues x,jr et z les formules générales de Cra- 
mer, On sait que le géomètre genevois avait donné ces for- 
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(V) 



mules, dès 1 760, dans son Introduction à l'Analyse des courbes 
algébriques. Aussi la fonction (II) esl-elle souvent appelée le 
déterminant des premiers membres du système linéaire (III). 

13. Notation ordonnée de Cauchy. — On représente le dé- 
terminant de n* éléments, en plaçant entre deux traits verti- 
caux, entre deux barres, le tableau carré de ces éléments. 

Ainsi le déterminant défini ci-dessus (1, 2, 3 et 4), que 
nous désignerons toujours par la lettre grecque A, sera repré- 
senté par la notation 

fli bx Cx • . . Ix 
Oi d . • • » j 
*^3 C3 • . . Cj 



(IV) 



a^ 
a^ 



a. 



"h Cn , m . Ifi 



Cette notation oflFre de grands avantages dans l'écriture et 
la combinaison des formules. Elle a été employée, pour la 
première fois, par Cauchy dans son Mémoire Sur le nombre 
de valeurs qu'une fonction peut acquérir [Journal de l'École 
Polytechnique, XVIP Cahier, i8i5, p. 62); elle a été suivie 
depuis par Jacobi dans tous ses écrits (De format ione et pro* 
priétatibus determinantium, 4, et Journal de Crelle, I. 15, 
p. ii5 et suivantes). 

D'après cette notation, on a (11) 



ai 



a^ 



bx 
b. 



= Ux bi — a^ bxf 






bx 
b, 

63 



Cl 
Ci 



= at btCi — Ui bid-^ a^bxCi — a^bid-^ a^b^Cx — a^biCti 



i4. Notation à donLle indice de Leibnitz. — Dans la suite, sauf 
avis contraire, nous représenterons toujours, comme ci-dessus (1), 
les éléments de chaque colonne verticale par la même lettre, et nous 
donnerons le même indice aux lettres d'une même ligne horizontale; 
Tindice marquera toujours le rang de la ligne. 

Ce mode de représentation des éléments se prête avec avantage aux 
démonstrations élémentaires. 
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Cependant la notation ordonnée, qui est la plus usitée en Mathéma-> 
tiques supérieures, consiste à représenter tous les éléments par la même 
lettre, à laquelle on donne un double indice : le premier indice désigne 
toujours le rang de la ligne horizontale à laquelle appartient l'élément, 
tandis que le second indice marque le rang de la colonne verticale où 
se trouve l'élément. 

Le déterminant du troisième ordre (13) 







«l 


^ 


C, 


(V) 


^2 


^ 


^2 




«3 


^ 


^3 


s'écrira aiasi 








^u 


«.1 


«.3 


(YI) 


«„ 


«M 


«23 






«3. 


«32 


«33 



Lorsque le déterminant est d'un ordre supérieur au neuvième, on a 
soin de séparer par une virgule les deux indices de chaque lettre. 

La notation précédente est due à Leibnitz; elle se trouve indiquée dans 
ses GEuures mathématiques , qui ont été publiées par Gerhardt, t. II, 
p. 289, et se lit dans la lettre que Leibnitz a écrite à L'Hospital, le 
îà8 avril 1693. 

15. Plusieurs auteurs, dans l'emploi de la notation de Leibnitz, placent 
en exposant V indice (Tordre des colonnes. Ainsi, pour marquer la place 
d'un élément dans le tableau (IV) de Cauchy, ils affectent de deux in- 
dices superposés la lettre qui représente les éléments; l'un de ces in- 
dices est inférieur et l'autre supérieur. L'indice inférieur indique le rang 
de la ligne à laquelle appartient l'élément, tandis que l'indice supérieur 
désigne le rang de la colonne où se trouve l'élément. 

Le déterminant (VI) du troisième ordre sera ainsi représenté par la 
notation générale 



(VU) 



a 



a\ 



a 



a 



a\ 



a\ 



a\ 



a 



a 



et le déterminant (IV) du «**"* ordre s'écrira 



(VIII) 



A = 



a\ 


"\ 


«î 


a\ 


< 


a\ 


< 


< 


a\ 


• 


• 


• 


• 


• 


• 


• 


• 


• 


a'n 


al 


0% 



a 
a 
a 



a 
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Cette manière de représenter les éléments pourrait s'appeler notation à 
indices superposésy tandis que la précédente (14) pourrait se nommer 
notation à indices consécutifs, 

16. Formation des termes du déterminant dont les éléments sont 
à indices superposés. — Le terme principal du déterminant ( VUI ) est 
encore le produit 

a\ a\a\ ,,,i^, 

ayant pour facteurs les éléments de la diagonale principale. 

Ce terme sert toujours à former tous les autres termes du détermi- 
nant A. 

Pour les obtenir en valeur absolue, on peut: 

I** Supposer fixes les indices inférieurs et opérer toutes les permuta- 
tions possibles entre les indices supérieurs ; ou encore, 

2° Maintenir à leur place les indices supérieurs, et effectuer toutes les 
permutations possibles entre les indices inférieurs. 

Quant au signe de chaque terme, on intervertit l'ordre des éléments 
dans ce terme, de manière que les indices inférieurs se suivent dans leur 
ordre numérique, et l'on donne au terme le signe h- ou le signe —, sui- 
vant que les indices supérieurs présentent un nombre pair ou un nombre 
impair d'inversions. 

On peut encore amener les indices supérieurs dans leur ordre naturel, 
en intervertissant l'ordre des facteurs, et évaluer le nombre des inver- 
sions que présentent les indices inférieurs. 

17. Règle des signes ponr les déterminants dont les éléments sont 

à indices superposés. — Lorsque les deux séries d indices se suivent 

if une manière quelconque dans un terme^ il faut donner à ce terme le 

signe H- ou le signe — , suivant que la permutation des indices inférieurs 

et la permutation des indices supérieurs sont de même parité ou de pa-- 

rites différentes. 

Soit, en effet, 

T = /7*'i a^i /,*'8 ffn 

*■ "Wj "mj "Ms • * • «» 

la valeur absolue d'un quelconque des termes du déterminant (VIII) , 
chacun des produits v^v^v^,.. c„, u^^ u^u^.,,u^ constitue l'une des n per- 
mutations que l'on peut former avec les n premiers nombres entiers 

1, X, O , a . a, /C. 

Dans ce terme, je permute entre eux les deux éléments 

et j'appelle T' le produit résultant; la permutation des indices inférieurs 
a changé de parité (4), ainsi que celle des indices supérieurs; donc, 
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si les deux permutations des indices sont de même parité dans T, elles 
seront encore de même parité dans T' ; et, si ces deux permutations sont 
de parités différentes dans T, elles seront aussi de parités différentes 
dans T'. 

n s'ensuit que, si Ton intervertit d'une manière quelconque Tordre 
des facteurs dans T, la parité relative que présentent la permutation des 
indices inférieurs et celle des indices supérieurs n'est pas altérée. 

Or, si l'on ramène les indices inférieurs dans leur ordre naturel, la 
permutation de ces indices devenant i.2.3.../? sera paire; donc le 
terme T devra être affecté du signe -+- ou du signe —, suivant que la 
permutation résultante des indices supérieurs sera paire ou impaire. Il 
s'ensuit que le terme T sera positif ou négatif, suivant que les permu- 
tations des indices inférieurs et des indices supérieurs sont ou non de 
môme parité. 

17 bis. Notation abrégée des déterminants. — ÂOn d'a- 
bréger les écritures dans les démonstrations et de simplifier 
l'expression des formules, on représente souvent les déter- 
minants par le terme principal mis entre parenthèses, et on 
laisse au lecteur le soin de rétablir les autres termes. 

Ainsi les déterminants du 2**™*, du 3**"% ..., du n*^"* ordre 
pourront être désignés par les notations succinctes 

(ttibi), {atbiCi), ..., (ai 63C8 • . . /»)• 

Cette notation a été suivie parM.Baltzer(')elM. Salmon(*). 
A cette notation on substitue fréquemment la suivante : 

A = 2 zb /Zi fta C3 . . . Inp 

qui est usitée en Mathématiques supérieures. 

§ IL —• Transformation des déterminants. 

18, Théorème I. — Lorsque, dans un déterminant, on 
change les lignes en colonnes, et vice versa, le déterminant 
ne change ni de valeur ni de signe. 



(') Baltzer, Théorie et application des déterminants, p. 26; 1861. 
(') Sàlmon, Leçons d'Algèbre supérieure, p. i; 1868. 
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Ainsi, si l'on a 








«1 fei 


e, 


rft 


A — 


«8 bi 


Ci 
Ci 






«4 *4 


Ci- 


d, 



et A' 



rtl 


a. 


Al 


a, 


*. 


6, 


i, 


b, 


Cl 


• c, 


Ci 


c« 


rf. 


<f. 


d. 


d, 



A' sera ideniiquemeni égal à A. 

En efïet, considérons un terme quelconque du premier 
déterminant A, par exemple le terme 

T= — a^biC^di'y 

pour trouver le terme T' dont les éléments occupent dans A' 
les cases que les éléments de T occupent dans A, il suffit de 
remplacer dans T les lettres a, b, c eid par les lettres c, a, d 
et 6, dont le rang dans Talphabet est marqué par les indices 
3, I, 4 6t ^9 et de substituer aux indices 3, i, 4 et 2 de T les 
indices i, 2, 3 et 4 qui désignent le rang des lettres a, fr, c 
et d dans Talphabet. On trouve ainsi que la valeur absolue 
de T' est d «2 d^ 64 ou «j 64 Ci d^, en ramenant les lettres dans 
leur ordre alphabétique. Le produit a^ 64 c, rfj présentant trois 
inversions doit être affecté du signe — ; on a donc 

T' = — «j 64 Ci dj. 

Or il est évident que le terme T' est l'un des produits néga- 
tifs que Ton obtient par la permutation, dans le terme prin- 
cipal aibiCidt, des indices i, 2, 3, 4 de toutes les manières 
possibles; donc le terme T' se trouve dans A avec le signe —. 
On prouverait de la même manière que chaque terme de A' 
se trouve avec son signe dans A. Puisque les deux détermi- 
nants A' et A sont de même ordre, on en conclut que A = A'. 

19. Dans remploi de la notation à indices superposés, les deux déter- 
minants A et A' affectent les formes 



A = 



a 
a 
a 
a 



a 
a 
a 
a 



a 
a 
a 



al 



a 
a 
a 
a 



A' = 



a 
a 
a 
a 



a 
a 
a 
a 



a 
a 
a 
a 



a 
a 
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Dans le (J^é terminant A prenons un terme quelconque 

T = - al al al a], 

composé des éléments soulignés. Dans le déterminant A', je souligne les 
éléments qui occupent les mômes cases et j'en forme le terme 

T= — ala\a\a\. 

Ces deux termes sont négatifs, parce que la permutation des indices in- 
férieurs et celle des indices supérieurs y sont de parités différentes. 

Le terme T' est contenu dans le premier déterminant A, car il est 
formé de quatre éléments appartenant à des lignes différentes; d'ailleurs 
il porte le signe que lui donne la règle du n** 17. 

20. En général, changer dans (VIII) du n** 15 les lignes en colonnes 
et les colonnes en lignes, c'est permuter les indices supérieurs avec les 
indices inférieurs; par conséquent, les signes se maintiennent dans les 
nouveaux termes. 

D'ailleurs chaque terme du nouveau déterminant se trouvera dans 
l'ancien, puisque les deux séries d'indices de ce terme seront deux des 
permutations que l'on peut former avec les n premiers nombres entiers 

Mm <£, O, • .*, '* . 

21. Théorème IL — Lorsque, dans un déterminant, on per- 
mute deux lignes ou deux colonnes^ le déterminant conserve 
sa valeur absolue, mais change de signe (Laplage, Histoire 
de r Académie de Parisy t. Il, p. 297; Vandermonde, ibid., 
p.5i8). 

Considérons les trois équations linéaires (III) à trois incon- 
nues du n® 12; le déterminant des premiers membres en est 

«i b, 
(i) «2 bi Ci 

ai 69 6*3 

Si nous permutons entre elles la première équation et la 
troisième, ce système prendra la disposition 

«3 ^ -f- &, J -4- 6*3 Z = /fa, 
«a J7 -4- bijr -\- CiZ = ffa, 

atx -h bty -h CiZ = kx, 
et admettra pour les inconnues les mêmes valeurs que dans le 
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précédent. Par conséquent, le déterminant 

^3 bi Cs 

(a) «» ftî Ci 

ai bi Ct 

de ce nouveau système, qui est du même degré que (i), a 
même valeur absolue que ce déterminant (i). Mais le terme 
principal Ci b^c^ de (i) est positif, tandis que le terme prin- 
cipal ûibiCi de (2), positif dans (2), présente trois inversions 
par rapport à aib^Ci; il est donc négatif dans (i). Donc les 
deux déterminants (i) et (2] sont égaux et de signes con- 
traires. 

Démonstration générale. — Supposons que, dans le déterminant A 
(IV du n"" 13), on permute entre elles les deux colonnes où se trouvent 
les éléments e et h, et désignons par À' le déterminant qui en résulte. 

Soit 

un quelconque des termes du déterminant donné A; si nous y permutons 
les deux indices a et p, nous obliendrons aussi un terme T^ du déter- 
minant A; mais, dans les deux termes T et T., les permutations des in- 
dices sont de parités différentes ( n"* 4] ; donc ces deux termes sont affectés 
de signes contraires. On a par suite 

T, = =ïzA^pBA.C. 

Cela posé, dans A permutons entre elles les deux colonnes ^ et A ; le 
terme T^ deviendra 

ou, en ramenant les lettres dans leur ordre alphabétique, 

T'=q=A<?.BApC. 

Or les deux termes T et T' sont visiblement égaux et de signes con- 
traires; donc chaque terme T du déterminant A correspond à un terme 
égal et d'un signe contraire dans le déterminant A' ; donc les deux déter- 
minants A et A' sont égaux et de signes contraires, ou bien A = — A'. 

Nous avons vu au n° 18 qu'un déterminant ne change pas lorsqu'on 
y change les lignes en colonnes et vice versa; par conséquent, tout dé~ 
terminant cliànge aussi de signe, lorsqiCon y permute entre elles deux 
lignes quelconques» 
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22. Corollaire I. — Lorsqu'on permute entre elles deux 
lignes y puis deux colonnes y le déterminant reprend son signe. 

£n général, si, dans un déterminant, on faîtp changements 
de deux lignes et q changements de deux colonnes, le déter- 
minant sera multiplié par (— - 1)'"^^. 

Il s'ensuit que, si l'on permute circulairement un certain 
nombre p de lignes ou de colonnes, le déterminant change 
ou non de signe, suivant que le nombre des lignes ou co- 
lonnes permutées circulairement est pair ou impair. 

Car une permutation circulaire de p lignes équivaut à p — i 
changements de deux colonnes, et a, par conséquent, pour 
efifet de multiplier le déterminant par (— i)/*-'. 

En particulier, si Ton permute circulairement les n lignes 
d'un déterminant du /i**°*® degré, celui-ci change ou non de 
signe, suivant que n est pair ou impair. 

23. Corollaire II. — Un déterminant ne change pas si l'on permute 
les colonnes et les lignes de telle sorte qite les éléments de la diagonale 
restent les mêmes, quel que soit d'ailleurs l'ordre de ces éléments. 

En effet, supposons qu'on veuille que les éléments de la diagonale 
soient par ordre 

«;» 4' ^' •••' ^' 

m 

On amènera P élément a^ à la première place, au moyen de a — i per* 
mutations de deux lignes et de a — i permutations de deux colonnes ; ce 
qui produira a(a — i) changements de signe ou un nombre pair de chan- 
gements d« signe; par suite, le déterminant conserve son signe. On 
amènera d e même l'élément a^ à la seconde place de la diagonale par 
un nombre pair de permutations de deux lignes et de deux colonnes, et 
ainsi des autres éléments; donc le déterminant conserve sa valeur et son 
signe. 

23 bis. Corollaire IIIv — On peut amener au sommet du déterminant 
un élément â|, en transportant au premier rang la ligne et la colonne 
qui se croisent à l'élément a| et en multipliant le déterminant par 

(__l)(a-04(p-l)_ (— i)«+M= (— i)«+P. 

* 24. Définition. — Échanger les diagonales d'un déterminant, c'est 
disposer les lignes ou les colonnes de manière que la seconde diagonale 
(celle qui, en descendant, va de droite à gauche) prenne la place de la 
première, et vice versa. 
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Pour échanger les diagonales d'un déterminant, on peut permuter 
entre elles les lignes extrêmes, en même temps que toutes les lignes 
équidistantes des extrêmes. 

On peut encore échanger entre elles les colonnes extrêmes, en même 
temps que toutes les colonnes équidistantes des extrêmes. 

* 25. Théorème III. — Lorsqiùon échange les diagonales d^un «te- 
ter minant de V ordre n, le déterminant conserve sa valeur absolue; mais 
il change ou non de signe, suivant que le plus grand nombre pair con^ 
tenu dans son degré n est simplement ou doublement pair. 

Car, si 2/> est le plus grand nombre pair contenu dans /z, on aura 
opéré p permutations de deux lignes ou de deux colonnes ; le détermi- 
nant résultant sera par suite égal au déterminant donné multiplié par 
(■— iY\ ce dernier aura donc été multiplié par — i ou -+- 1, suivant que/? 
est impair ou pair, c'est-à-dire suivant que 2/? est simplement ou dou- 
blement pair. 



Ainsi Ton a 

a 
d 
a" 



a. 



a„ 



a. 



a. 



b 

b' 

b' 



c 

c' 



a' 

> 
a 

a 



b' 
b 



c" 
c' 
c 



c 

d 



b 

b' 

b" 



a 



a 



a" 



d. 



a. 



a^ 



a. 



a. 






r. 



c. 



a. 



a„ 



a. 



a. 



26. Théorème IV. — Lorsque^ dans un déterminant, deux 
lignes ou deux colonnes deviennent identiques, le détermi^ 
nant se réduit à zéro. (Vandermonde, Histoire de l'Académie 
de Paris, t. II, p. 552 ; 1772.) 

En effet, si Ton permuté entre elles deux lignes, par 
exemple, le déterminant A change de signe (21); mais, si 
les deux lignes sont identiques par leur permutation, la va- 
leur du déterminant A ne sera pas altérée; celle-ci restera 
donc la même en changeant de signe, ce qui exige qu'elle 
soit égale à zéro. 

Autrement, soil A le déterminant donné, et désignons par 
A' le nouveau déterminant que Ton obtient en permutant les 
deux lignes identiques; nous avons (21) 

A = — A': 
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mais, les deux lignes étant identiques, le déterminant ne change 
pas et Ton a 

ajoutant membre à membre, on trouve 

2A =— A'-f- A'=:o. 



Deuxième démonstration. — Considérons un terme T = =b A^.B^^ C 
du déterminant A, qui contient l'élément e^ de la ligne de rang a et l'élé- 
ment g^ de la ligne de rang ^, où a est plus petit que p. Ce déterminant 
contiendra aussi le terme T, =zp A^^ B^aC, qui sera de signe contraire 
au précédent (13). Or, si les deux lignes de rang a et de rang p de- 
viennent identiques, on aura a = ^, ce qui transformera nos deux termes 
dans les suivants : 

T = ±Lke,^g,C et T, =q=A^„Bg^,C; 

ïMir suite, il viendra T = — T^. Il s'ensuit que les termes de A seront 
deux à deux égaux et de signes contraires; donc on aura A = o. 
Ainsi Ton peut écrire 

b. c. d. 



a. 



«. 



a^ 



b, 



= 0. 



27. Théorème V. — Lorsqu'on multiplie ou que Von divise 
tous les éléments d'une ligne ou d'une colonne par le même 
facteur^ le déterminant est multiplié ou divisé par ce facteur. 

En effet, dans le déterminant donné, chaque terme contient 
toujours un élément d'une ligne ou d'une colonne et n'en 
contient qu'un seul (6); tous les termes sont ainsi multi- 
pliés ou divisés par ce facteur et ne le sont chacun qu'une 
fois; par suite, le déterminant est multiplié ou divisé par ce 
même facteur. 



Donc on a 


















«i 


mbi 


Ci 




«1 


ft. 


Ci 




fl, 


mbi 


C2 


m 


«j 


bi 


C2 




«3 


mbi 


Cz 




«3 


b. 


Ç. 



DosTOR. — Déterm^ 
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et 










«1 


biin Ci 


T 


«1 bt 


Cy 




«2 


biin Ci 


1 

n 


flj fca 


Ci 




«3 


biin Ci 




«s bi 


Cz 



28. Corollaire I. — Lorsque les éléments d'une ligne ou 
d'une colonne sont divisibles par un même facteur, on peut 
supprimer ce facteur commun dans cette ligne ou cette co^ 
lonne et l'écrire en coefficient hors barres. 

Ainsi Ton peut écrire 



a, 


b, 


Ci 




fll 


6. 


a. 


b. 


o\ 


c, 


a. 


b. 


a. 


b. 


c\ 




«> 


*, 



Cl 



29. Simplification de certains déterminants. — La pro- 
priété que nous venons d'établir permet de donner à certains 
déterminants une forme plus avantageuse. 

Ainsi, dans le déterminant 



A=: 



bc a a^ 



ca 
ab 



b b^ 



multiplions les trois lignes respectivement par a, b, c; le dé- 
terminant sera multiplié par le produit a,b.c = abCf et il 

viendra 

abc a* «' 

abc b* b^ 

abc c' c* 



abcA = 



divisant actuellement la première colonne par abc, on divise 
le déterminant abc^ par abc, et Ton obtient 



A ou 



bc 


a 


a' 




ca 


b 


6' 


— 


ab 


c 


c» 





I 
I 
I 



b' 



s 



a 
c» 



\ 
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On verrait de même que 

bcd a a} a^ i a} a^ a^ 

cda b é« b^ 
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dab c c* c* 
abc d rf* rf* 



I é> é» 6^ 



I c* C' 
i* d^ rf' rf* 



30. Corollaire IL — Lorsque les éléments de deux lignes ou 
de deux colonnes ne diffèrent que par un facteur constant, le 
déterminant est nul. 

Car, d'après les n*" 28 et 26, on a 



«I 


mai 


Ci 




a-, 


mat 


C2 


z=m 


a^ 


maz 


Cz 





Il s'ensuit que 



a a* 



a ex} cà 



câ a? OL^ 



= a 



a 


I 


cr" 




b 


a 


Qj«+i 


— a" 


c 


a* 


«"+» 





«1 


«I 


c, 




«» 


^2 


c, 


= m X — 0. 


«s 


«3 


Ca 




1 


I • 


a» 




a 


CL 


a} 


— a X 0, 


a» 


a} 


a* 




a 


I 


I 




6 


a 


a 


— -«"Xo — o. 


c 


a* 


«^ 





31. Corollaire III. — Lorsque l'on change le signe de tous 
les éléments d'une ligne ou d*une colonne, le déterminant 
change de signe. 

Car cela revient à multiplier le déterminant par — 1 (27). 
Ainsi il vient 



I 


4 


-7 




' 4 


— 7 




I 4 7 


a 


-5 


8 


— — 


2 5 


-8 




2 5 8 


3 


6 


9 




3 6 


-9 




3 6 9 



Dans le premier déterminant on a changé les signes des 
éléments de la seconde ligne, et dans le second les signes 
des éléments de la troisième colonne. 



2. 
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32. Remarque. — Lorsqu'un déterminant est égal à zéro^ 
on peut donc multiplier pu diviser les lignes et les colonnes 
par des quantités constantes, positives ou négatives, sans alté- 
rer l'équation que l'on obtient en égalant à zéro le détermi- 
nant donné, 

« 

33. Au n" 29, nous avons transformé un déterminant en un 
autre équivalent de même ordre, dans lequel les élémenis 
de la première colonne sont égaux à l'unité. Cette transfor- 
mation est toujours possible. En général : 

Théorème V. — Tout déterminant est égal, à un facteur 
près, à un déterminant de même ordre, dans lequel les élé- 
ments d*une ligne ou d'une colonne quelconque sont égaux 
à l'unité. 

Considérons le déterminant 



A=* 



a 



b 

a' b' 
a'' b'' 



«// 



et supposons qu'il s'agisse d'y transformer la première ligne. 
Multiplions chaque colonne par le produit des éléments de 
la première ligne qui appartiennent aux autres colonnes; en 
d'autres termes, multiplions les trois colonnes par les pro- 
duits respectifs bc, ca et ab\ le déterminant sera multiplié 
par le produit bc.ca.ab = a*6'c* (27); il vient par suite 



a'é'c'A 



abc 


bca 


cab 


afbc 


V ca 


c'ab 


a^bc 


b''ca 


d'ab 



divisons maintenant la première ligne par le facteur commun 

abc\ le déterminant sera divisé par abc (28), de sorte que 

l'on a 

III 

dbc Vca c'ab 



abcà = 



a^bc b^ca d' ab \ 
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donc on trouve que 

III 

a! bc b' va c' ab 
a^bc b" ca c^ab 
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a 


b 


c 


a' 


b' 


c' 


<f 


b' 


c" 



cU}c 



34. Remarque I. — Il est aisé de voir que, si le déterminant est du 
^ième (jegré, le diviseur du nouveau déterminant sera fl""*^""*c^'. . . /""'. 

35. Remarque IL — Si les éléments de la ligne ou de la 
colonne à transformef avaient des facteurs communs, on 
prendrait pour élément commun le plus petit commun mul- 
tiple des éléments de cette ligne ou de cette colonne. 

Ainsi Ton aurait 



4 3 6 I 




12 


13 


12 


12 




t 


I 


I 


I 


2753 


I 


6 
18 


28 

4 


• 10 
16 


36 
60 


I 

-24 


6 
18 


28 

4 


10 
16 


36 


6 1 8 5 


3.4.2. 12 


60 


8 5^2 




24 


20 


4 


24 




24 


20 


4 


24 



Le plus petit commun multiple des éléments de la première 
ligne étant 12, on a multiplié les quatre colonnes par 3, 4) ^ 
et 12. 

Le dernier déterminant peut encore être simplifié : il sufQt 
d'y diviser les trois dernières lignes chacune par 2 et de mul- 
tiplier hors barres par le produit 2.2.2 = 2'; on trouve qu'il 

se réduit à 

I I I I 

3 14 5 18 

9 2 8 i5 

12 10 2 12 



I 

3 



36. Le théorème précédent et la remarque II ont une 
grande importance; on en fait presque toujours usage dans 
l'évaluation des déterminants tant numériques qu'algébriques. 
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§ III. — Les déterminants mineurs. 

37. Définition I. — On appelle déterminant mineur d'un 
déterminant donné celui que forment les éléments con- 
servés, lorsqu'on supprime, dans ce déterminant donné, un 
certain nombre de lignes et le même nombre de colonnes. 

38. Définition IL — Les déterminants mineurs, que Ton 
obtient par la suppression d'une ligne et d'une colonne, sont 
dils du premier ordre; ceux que donne l'omission de deux 
lignes et de deux colonnes sont appelés du second ordre; 
et ainsi de suite. 

39. Un déterminant du w**"" degré a n* déterminants mineurs du 

premier ordre; — ^^ — - — - déterminantsmineursdu deuxième ordre, etc. 

1.4 

40. Notation. — Nous désignerons par A,, le déterminant 
mineur du premier ordre qui est relatif à l'élément e,-, c'est- 
à-dire le déterminant mineur que Ton obtient en supprimant, 
dans le déterminant A, la ligne de rang i et la colonne qui 
contient les éléments représentés par la lettre e. 

41. Propriété essentielle des déterminants. ~ Chaque 
terme d'un déterminant contient toujours un élément d'une 
ligne et d'une colonne et n'en contient qu'un seul (6). Par 
conséquent : 

Le déterminant A est une fonction linéaire et homogène 
des éléments d'une même ligne et d'une même colonne. 

42. Développement d'un déterminant suivant les éléments 
de la première colonne. — Considérons le déterminant du 
quatrième ordre 



A<-> = 



«1 


b. 


Cx 


rf. 


«2 


b. 


C2 


di 


«3 


63 


Ci 


d. 


^4 


b. 


c. 


d. 



et proposons-nous de le développer suivant les éléments a„ 
Uty a^ et a^ de la première colonne. 
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Dans ce déterminant, un certain nombre de termes con- 
tiennent réiément «i et ne le contiennent qu'une fois (41); 
soit P, Tensemble de ces termes et dans le polynôme P, met- 
tons le facteur commun ai en évidence. Si nous appelons Ai 
le quotient de Pi par «i, nous aurons P, = A, «, et le quotient 
Af ne contiendra aucun des autres éléments a^, a^y ^4 de la 
première colonne. 

Si nous représentons de même par Ai, Aj et A4 les coef- 
ficients des trois autres éléments a^, a^ et a^ de la première 
colonne, nous aurons 

Af*J = Ai«i 4- Ajflj-f- As «8 -4- Aitti. 



Il s'agit de déterminer les expressions des coefficients Ai, 
As, As et A4. Or je dis que le coefficient Ai est précisément 
le déterminant mineur 



à.,= 



b. 


c. 


d. 


b. 


c. 


d. 


b. 


Ci 


d. 



que Ton obtient en supprimant dans le déterminant Af^^ la 
ligne 01, 6i, Cl, dt et la colonne ai, a,, ^3, a^ qui contiennent 
l'élément «i. 

En effet, tout terme du déterminant A^,., étant multiplié 
par ai, fournira un produit qui se trouvera dans le détermi- 
nant A(^^; de plus, ce produit s'y trouvera avec le signe qu'il 
a dans le déterminant A(^^, puisque, en plaçant l'élément ai 
devant ce terme de Aa,, on n'y introduit aucune inversion. 

Nous avons donc A, = A«,. 

Nous obtiendrons la valeur du coefficient As de l'élément 
As, en amenant cet élément a^ à la première place par la per- 
mutation des deux premières lignes. Cette permutation donne 



^à(*)= 



Oi 


b. 


c. 


d. 


a, 


b, 


c, 


rf. 


a. 


b. 


c» 


d. 


«4 


6» 


Ci 


rf. 
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et ici le coefficient de ch dans le second membre sera 

6, c, d^ 



A..= 



63 Ci dz 

64 C4 ^4 



on a donc 



A, = — A«,. 

On verrait de même que 

A5 = 4-Aa, et A4=— A«^; 
donc nous avons 

A(*) = rt, A«, — «, Aa, H- «s A«, — «4 A«,. 
L'inspection de ce développement nous fait voir que : 

Théorème I. — Le coefficient d'un élément quelconque de 
la première colonne est égal au déterminant mineur que Von 
obtient en supprimant dans le déterminant donné la ligne 
et la colonne qui contiennent cet élément. Le déterminant 
mineur devra être affecté du signe -f- ou du signe — , suivant 
que Vêlement est de rang impair ou de rang pair. 

Démonstration générale de ce théorème. — Supposons que le dé- 
terminant A (IV) du n** 13 soit développé. 

Nous pouvons grouper ensemble les termes qui contiennent l'élément 
fl, de la première colonne et y mettre cet élément en facteur commun; 
nous pouvons de même mettre en évidence Télément a^ dans l'ensemble 
des termes qui le contiennent; puis en faire autant pour les autres élé- 
ments de la première colonne. 

Si nous désignons par Â^, Â,, A3, • • •, A„ les coefficients respectifs de 
ces éléments a. , a,, ^3, ..., a„, ces coefficients ne contiendront aucun 
des éléments de la première colonne, et nous aurons 

(1) A = A, ûT, -+- A, ûT, -H Ajrt'a -+-. . .-+- A„a„. 

Puisque A = 2 ±«,63^3 .../„, il est évident que cette formule don- 
nera la partie A| a^ du second membre précédent, si Ton suppose que 
l'élément a^ reste invariable dans le terme principal a^b^c^,. , /„ et que 
Ton n'y fasse porter les permutations que sur les indices 2, 3, . . . , /i des 
autres lettres ^, c, ...,/: car aucun des produits résultants ne con- 
tiendra aucun des éléments a^^ a^^ . . . , a^. On a dans ce cas 

A, ÛTi = ûf, 2 ± ^j C3 . . . /„, 
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d'où Ton tire 



A| = 2 ± ^2 Cj . . . /, 



b^ c, ... /, 
b c l 

3 8 • • • 3 



K ^n •'* ^n 



OU bien 



K^^ar 



Dans le déterminant Â permutons entre elles les deux premières lignes, 
ce qui revient à permuter entre eux les deux indices i et a : le déter- 
minant A change de signe, et notre formule devient 



l») 



A=:-2±û,è,c, .../.; 



celle-ci donnera la partie A, a^^ si Ton y suppose a^ constant et que Ton 
ne fasse porter les permutations que sur les indices i, 3, ..., /i des 
lettres bjC^ ...,/. On trouve ainsi que 



d'où Ton tire 



A,fl,=— fl,2=fc6,c3 .../„; 



b c l 



^3 ^3 • • • 3 



*«'"■. ••• ', 



A^. 



Dans la formule (2), transposons les indices «^ et 3; le second nombre 
change de signe et la formule devient 

celle-ci donnera la partie A^a^de (i), si Ton suppose que l'élément 17, 
reste invariable et que Ton ne fasse porter les permutations que sur les 
indices 1, ^^ i, .,., n des autres lettres ^, c, ^, ...,/. On a donc 

A^a^ = a^^±lb^c^d, .../„; 



d'où l'on tire 




















*. 


^1 


d, 


• • • 


i, 








b. 


^2 


d. 


• • • 


l. 






A.= 


• 


• 


d, 

• 


• • • 
• 


9 


= V 






• 


• 


< 


• 
• • • 


m 
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En conlinuant de la sorte, on trouve en général que 



A,=(-irx 



/. 



^^.X ^i+i 



i-l 



'i-l 



'i+t 



"i-i 



(-I^'A 



Substituons les valeurs de tous ces coefficients dans l'égalité (i), nous 
obtenons pour le déterminant À l'expression 

h-^. Corollaire. — Puisque, dans un déterminant, on peut 
changer les lignes en colonnes ei vice versa, il s'ensuit que 
le coefficient d'un élément de la première ligne se détermine 
de la même manière que le coefficient d*un élément de la 
première colonne. Ainsi Ton a 

kk. Calcul du coefficient d'un élément quelconque du dé- 
terminant. — Proposons-nous de calculer le coefficient Ds de 
rélémeni Jj qui, dans le déterminant du quatrième ordre (42), 
se trouve à l'intersection de la troisième ligne et de la qua- 
trième colonne. 

Nous pouvons amener la troisième ligne au premier rang, 
en la faisant permuter d'abord avec la seconde ligne, puis 
avec la première; nous effectuons ainsi 2 ou 3 — i permuta- 
tions de deux lignes consécutives, et produisons par suite 
3 — 1 changements de signe dans le déterminant A(*) (42). De 
même, dans le nouveau déterminant A'(^^ nous amènerons 
la quatrième colonne au premier rang par 4 — i permutations 
de deux colonnes consécutives, ce qui produira aussi 4 — i 
changements de signe dans A'(*^ 

L'élément d^ se trouve donc amené à la première place par 
(3 — 1) 4- (4 — ou 3-1-4 — 2 ou, ce qui revient au même, 
par 3 + 4 changements de signe; donc le coefficient D, de di 
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est égal au déterminant mineur qui lui correspond, multiplié 
par (— i^-^; il est égal à — A^à^. 
Nous en concluons en général que : 

Théorème IL — Le coefficient de l'élément qui'occupe la 
a!^"" place dans la ^"'"5 colonne est égal au produit de (— ij^+P 
par le déterminant mineur que l'on obtient en supprimant la 
ligne de rang a et la colonne de rang (3. 

45. Démonstration directe de ce théorème. — Soit en effet e^ Té- 
lément qui se trouve à l'intersection de la ligne de rang a et de la colonne 
de rang S. 

On amènera la a'*"* ligne au premier rang, en la permutant d'abord avec 
la ligne qui la précède immédiatement, puis avec la ligne qui la précède 
encore d'un rang, . . ., enfin avec la première ligne; on aura ainsi effectué 
a — I permutations de deux lignes consécutives, ce qui aura produit 
a — I changements de signe dans le déterminant A, de sorte que ce dé- 
terminant A est égal au nouveau déterminant A' multiplié par (— i)*"', 
c'est-à-dire que 

A= (- I)-' û'= (- 1)-' [«.A.__6.A.^+ c,^^-. . .+ (- ir-/.A,J. 

Dans le déterminant b! nous pouvons aussi amener la f **"* colonne au 
premier rang par p ~ i permutations de deux colonnes consécutives, ce 
qui produit encore p — i changements de signe. Le déterminant A* qui 
en résulte sera par suite égal au déterminant A' multiplié par (— i)P~'. 

Dans le déterminant A" l'élément e^ occupe la première place. 

Mais, puisque A = (— ij^^'A' et A'= (— il^-'A", il vient 

A = (- i)«-' (- i)P-' A''= (- i)«-^^-*A". 

ou 

A= (--i)«+Pa'. 

Donc le coefficient de e^ est égal à 

46. Règle pratique pour déterminer le signe du coefficient 
d'un élément. — On peut se dispenser de calculer le signe 
de la puissance ( — ^)"'*"^ en procédant de la manière sui- 
vante : 

Partant du premier élément principal AC*^ du n*» 42, on che- 
mine sur la première ligne jusqu'à la colonne de d^, et en 
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commençant par le signe +, on change le signe en passant 
de chaque colonne à la suivante. On dira ainsi -h sur a,, 
— sur 6,, -+- sur c,, — sur rf,; puis, parlant de ce dernier 
signe, on descend vers d^, en changeant le signe au passage 
de chaque ligne à la suivante, en disant -t- sur rfj, — sur d^. 
Le coefficient de rfs devra donc être pris avec le signe — . 

On serait arrivé au même résultat en descendant d'abord 
sur la première colonne jusqu'à la ligne qui contient d^, puis 
en cheminant sur cette ligne jusqu'à l'élément d^. 

47. Théorème IIL — Lorsqu'on multiplie les éléments d'une 
ligne ou d'une colonne par les déterminants mineurs y pris 
alternativement avec le signe -\- et le signe — , qui sont re- 
latifs aux éléments correspondants d'une autre ligne ou co- 
lonne, la somme algébrique des produits obtenus est égale à 
zéro. 

En effet, supposons que, dans le déterminant du quatrième 
ordre A^^^ du n" 42, nous remplacions la quatrième colonne 
des d par la deuxième des b, le nouveau déterminant aura 
deux colonnes identiques et sera égal à zéro (26). 

Or, si l'on ordonne A(^) par rapport aux éléments de la qua- 
trième colonne, on aura 

A(^) = — rf, D, -4- ^2 D, — d, D3 + d, D4, 

et, comme la substitution des b aux d change ce développe- 
ment en 

— fei D, H- b, D,— b, D3 4- 64 D4, 



on voit que 



ou 



6i Di — fej D2 -f- 63 D3 — 64 D4 = o 



b. 



Ui 62 C2 




rt, 6, <?, 




«, ^1 c, 




a, />, c, 


«3 ^3 Cz 


*,- 


fis 63 ^3 


+ 63 


ai 63 Ci 


-64 


a^ 62 C2 


«4 64 ^'4 




«4 ^4 C^ 




a^ 64 C4 




Uz 63 Cz 



r=r O. 



Cette identité est immédiatement évidente pour le déter- 
minant du troisième ordre (V) du n° 13; car, si nous y mul- 
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tiplions les éléments de la première colonne par les détermi- 
nanls mineurs relatifs aux éléments de la troisième colonne, 
pris alternativement avec le signe -1- et avec le signe —, nous 
obtenons l'expression 



«2 


h, 

m 


— a-, 


ttx 


6. 


+ «3 


«1 


6. 

m 


«3 


b. 




(^ 


h^ 




Û2 


b. 



a. 



= «I («2^3 — ^^3^2) -- ai[ax 6s — «36,) -hcTs («16a — «261), 

qui s'annule d'elle-même. 

Nous trouverons une application de ce théorème dans la 
résolution des systèmes d'équations linéaires à plusieurs in- 
connues (121). 

48. En général, considérons le déterminant du «**"" ordre A du n** 4, 
et développons- le suivant les éléments de la ligne de rang a; nous 
avons ( 45 ) 

Dans ce développement, remplaçons les éléments en évidence a^, 6„, 
^B> • . - > (x ^® 1^ WgnQ de rang a par les éléments correspondants a.^ 6-, 
Cp, . . . , /p de la ligne de rang p ; les deux lignes de rangs a et p devien- 
dront identiques dans A ; par suite j ce déterminant s'annulera ; donc la 
valeur 

que prendra son développement devra aussi se réduire à zéro. 



§ IV. — Développement des déterminants. 



49. Définition. — Développer un déterminant, c'est former 
la suite des termes composant le polynôme qui est égal au 
déterminant. 

50. Méthode pour développer les déterminants. ~ Pour 
développer un déterminant, le moyen le plus simple qui se 
présente à l'esprit consiste à ordonner ce déterminant par 
rapport aux éléments de la première colonne (42). 

Les coefficients de ces éléments sont eux-mêmes des dé- 
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terminants; on peut aussi les ordonner chacun par rapport 
aux éléments de leurs premières colonnes. 

En continuant de la sorte, on finira par arriver à des coef- 
fîcients qui sont des déterminants du second ordre. Ces dé- 
terminants, étant des binômes, se développent immédiate* 
ment. 

Il Suffira ensuite d'effectuer les multiplications indiquées, 
pour avoir le déterminant développé en polynôme. 

Ainsi Ton a (42) 

ax 6| Cl 
a^ bi Ci 
ai bs Ci 

= at[biC3— biCa) — atibiCi— biCi) •+■ ai(biC2— bid) 

=^aibiCi — ttibiCi — ûraftiCa-f-aafeaCiH-tlsfejCa — OibiCi, 

En appliquant la même règle au déterminant du quatrième 
degré du n® 42, on trouve qu'il peut s'écrire 





bi 


Ci 




6i 


Cl 




6. 


Cl 


— ûl 


bi 




— at 


bi 




-f-Os 


« 






Ci 




Ci 




bi 


Ci 



«, A« — ûîAa H- «aAa — «4 Aa , 



où 










b. 


">. 


d. 


A..- 


*j 


c, 


d. 




■6« 


Ct 


d. 




bi 


Cl 


di 


A..- 


b. 


c. 


d> 




b, 


Ct 


d. 




b, 


Cl 


d, 


A..- 


b. 


c. 


d. 




b, 


Ci 


d, 




b, 


Cl 


d, 


A.. 


b. 


c» 


rf. 




b, 


c, 


d. 



biCidi -f- bi c^ di 4- 64 Cidi 
biCidi— biCid^ — b^ddu 

bi d d^ + 6s C4 d, -h 64 c, di 
bi C4 di — bi Ci di ~ 64 Cidi, 

bi Ci rf* -f- bi Ci di •+■ 64 Ci di 
bi Ci di — bi Ci di — bi d di, 

bi Ci di 4- bi Ci di 4- bi d di 
bx Ci di — bi Ci di — 63 Ci di* 
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Nous voyons ainsi que le déterminant 
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ai 6| Cl Jt 






a, 61 C2 ^2 






as 6s c, rf. 






a4 64 C4 di 




«1 bi Ci dt — fl, 6, Ci di + «1 bt c^ d^ — ai é, c, d^ + at 64 c,c?8 


ai 64 Ca rfj — «2 61 Cs ^4 •+■ «a bi Ci dt — Ci 63 Ci di -h as b^ c, c?4 


ai 64 Ci rfs -h 02 64 C3 c?i •+■ a., ^1 Ci di — as 61 C4 rf^'-f- as 62 C4 dt 


a» 62 Cl ^4 + «a ^4 Cl rfi — as 64 Cl rfi — a4 61 Ci rfs •+• aiôi Csdi 


a4 il Cs di •+■ a4 62 c 


[dt — a4 6s Cl c?2 + cti frs Cj rfi- 



SI. Comme exercice, nous appliquerons la méthode pré< 
cédente aux exemples ci*dessous : 



I. 



128 
234 





3 4 




2 3 




2 3 


, J 


■ 


— 2 




-t-3 






4 5. 




4 « 




3 4 



IL 



i(i5 — 16) — 2(10 — 12) + 3(8 — 9) 
— 1+4 — 3 = 0." 



9 2 

5 7 

=4«^3 — 3.524-8.53=92—1564-424=360/ 



492 

3 5 7 


= 4 


5 7 

I 6 


— 3 


9 2 
I 6 


+ 8 


8 I 6 










• 



m. 



I X X 




I ^ y 





I x" y" 








X 



X 



// 



y 



// 



X' f 



= x^y — yx"-^ x"y\ — y" X 4- xy' — yx\ 



IV. 



I 

a I 
b -c 



a — 6 
c 
I 



I c 
— c I 



a 



a — 6 
— c I 





a 


-6 


4-6 








1 


c 



i + c'-l-o(a— 6c) 4-è(ac + 6 
1 + a»+ è'+ c». 



/ 



) 
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V. 



6" a' b 
b' b a!' 



= aaf a" -h 2 66' b" — a6' - a' b'^ — a'' b''\ 



VI. 



I 

6 
c 



a b 
I c' 
c' I 
6' — a' 



c 
6' 
a' 
1 



= 1 -h a' + 6» •+■ c*-f- (aa'-f- 66' 4- c?c')*. 



VII. 



GJ 

1 



(ù 



V 
^ — V' M 

OÙ (fiÔ = XV -f- ixijl' -h vv'. 






(û 



v'+ A'»-f- |x'»4rv'»-f- e*)û)S 



VIII. 



a 
b 
c 

d 



b 

a 
d 
c 



c 
d 
a 
b 



d 
c 
b 
a 



a* -f- 6* + c* -h rf* — 8abcd 

— 2rt»6*— 2a*c*— 2a^rf* 

— 2 6' c«— 2 6^rf*— 2c^d\ 



IX. 



X. 



I a 6 c 

I a' i' c/ 

I û" 6" c'' 

I oT 6'^ c^ 



\ c c' c" 

c a b" b' 

c' 6'' a' 6 

c" 6' 6 a'' 



ûè'e^ -.ac'6'' -f-a'6"c — a'c"6 
+ a''éc' — a''c6' -f-a'6'V^— a'cr''6'* 
-f. a" é'V'— a^ c*' 6' + a'^ 6' c"-- oT & b" 
■^a"b'"c—a"(fb -^a^bc" --a'^cb" 
-^aV'(f — ac"b'' -^c^bc' ^-^oTcV 

ab'c" —a&b'" ■^a'b"'c —cdd'b. 

aal d' -+- 2 66' 6" — ab^ — a' 6'» — oTb"^ 
4- c*(6*— a' a") + c'»(6'»— a" a) 
4- c"'( 6''»— âû') 4- 2 c' c"[ ab - 6' 6") 
-+-2c''c(a'6'— 6''6)-f-2cc'{a^6"— 66'). 



S2. Règle de Sarms pour développer les déterminants du 
troisième degré. — Le savant et modeste professeur de la 
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Faculté de Strasbourg a imaginé un moyen pratique d'écrire 
immédiatement le développement des déterminants du troi- 
sième ordre. Son procédé, fort simple, se trouve exposé dans 
les Éléments d'Algèbre de Finck, a* édition, 1846, n® 52, p.gS. 
Nous le ferons comprendre, en l'appliquant au déterminant 

I «1 *i ti 

t 

rt, 63 Cl 

a» 63 Ci 

Sous les trois lignes de ce déterminant, on répète d'abord 
la première, puis la seconde ligne; on obtient ainsi le tableau 
suivant : 

«I 6» c\ 

\ y 

fli è» c% 

X X 

as bi <^s 

XX 

01 fri Ct 

XX 

(h bi Cl 

On forme ensuite les six produits des éléments disposés trois 
par trois en diagonale, en prenant avec leurs signes les trois 
produits dont les diagonales vont, en descendant, de gauche 
à droite, et avec un signe contraire les trois produits dont les 
diagonales vont, en descendant, de droite à gauche. On trouve 
ainsi le polynôme 

CLy bj C3 -h «a 63 C| -I- ^3 é| Ct — Ct fej «s — Ci 63 ^i — C3 b, «j, 

qui n'est autre que le développement 

fli bi Ci — «1 63 Cl -f- «ï ^8 Cl — at bi Ci H- ^3 fei c, — «3 6a Ci 
du déterminant proposé. 
53. Par ce moyen, on verra que 

I I I 

= Py»-h a(3» + ya»— (3a»— y (3'— oy» 



a' 



p^ y^ 



D08TOR. — Déterm, 



= (3y(y - P) + y«(« - y) + «Pll^ - «) 

= («-p)((3-y)(y-«). 
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54>. L'application de la même règle donne encore 



I I 

1 o I 

I I o 

o a a 

a o a 

a a o 

a 
a I 

b cosc 

I X j 

1 x' 1 
I 



= 2, 



= 2a% 



I I I 
I — I I 

I I — I I 

— a a a 
a — a a 
a a — a 



— o2 



Jy-^i 



= 2' a», 



6 

cosc 

I 



= — (a'-h 6*— aafrcosc). 



== («î^y — /^") -^- [oc^y — fx] 4- [xy^ —yx*). 



X" f 



55. Décomposition d'un déterminant du n'^'^*' ordre en une 
somme de produits, formés chacun d'un déterminant du 
pième ordre et d'un déterminant du (/i — /?)**"'• ordre. — Au 
lieu de développer un déterminant suivant les éléments 
d'une ligne ou d'une colonne, on peut, d'après Laplace (•), 
le développer suivant les déterminants mineurs compris 
dans p lignes ou p colonnes quelconques. 

Pour fixer les idées par un exemple, considérons le déter- 
minant du quatrième ordre 



A = 



a, 


b, 


c, 


d, 


«. 


b. 


c. 


d. 


a. 


b. 


Ct 


rf. 


Ot 


b. 


Ct 


d. 



et proposons-nous de le développer suivant les déterminants 
mineurs compris dans les deux premières colonnes. 

On prendra chacun des déterminants formés par deux lignes 
quelconques de ces deux colonnes, et on le multipliera par 



(*) Laplace, Histoire de V Académie de Paris, t. Il, p. 994. 
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le déterminant que forment les autres lignes et colonnes. On 
donnera à chaque produit le signe -f- ou le signe —9 suivant 
que les éléments de chacun des facteurs sont séparés par un 
nombre pair ou un nombre impair de lignes. 
Ainsi l'on a 



A = 





• 


Ci di 
Ci di 




«1 *i 


• 


Ci di 


H- 


tti bi 1 

! 
«4 ^4 


c, rf, 

• 

1 Cs ds 


(h 6» 
a. frs 


• 


Cl dx 
Ci di 


— 


a, 6, 
Oi hi 


• 


Cl rf, 
C% rfs 


-f- 


«3 ^3 

«4 bi 


Cl rf| 

• 

1 Ca d» 



ce qu'il est aisé de vérifier. 



36 LIVRB I. — CHAPITRE II. 



CHAPITRE IL 

COMBINAISON ET PROPRIÉTÉS DES DÉTERMINANTS 
SATISFAISANT A CERTAINES CONDITIONS. 



§ I. Addition et soustraction des déterminants. — § II. Propriétés des déter- 
minants ayant un ou plusieurs éléments égaux à zéro. — § III. Calcul abrégé 
des déterminants numériques et algébriques. 



§ L — • Addition et soustraction des déterminants. 

56. Théorème I. — Dans un déterminant, lorsque les élé^ 
ments d'une ligne ou d'une colonne sont chacun la somme 
de deux éléments, le déterminant peut ^e décomposer en une 
somme de deux déterminants. 

En effet, le déterminant 



A = 



«2 4- aj 62 Ca 

«s -4- «3 63 Ci 



étant ordonné suivant les éléments de la première colonne, 
peut s'écrire (42) 

A = («,4- a,) (62 c,) — («2 4- «2) (é.Cj) + («3-+- as) (61C2); 

or le second membre peut se décomposer dans les deux 

parties 

«1(62^3) — «2(6103) 4-03(61^2) 

et 

OCiib^Cz) — «2(6,03) + «3(6102), 
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qai sont respeciivement égales aux deux déterminants 
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«1 


6. 


Cl 1 

1 




«1 


ô. 


Ct 










- 


(h 


b. 


1 

Ct 


et 


a» 


6, 


Ci 


• 








(h 


63 


Ci 




a» 


63 


Ci 








donc on a 






















«i-ha, 


61 


Ci 




«1 


6. 


Ct 




OLx 


bt 


Ct 


A- 


Û2-4- a. 


b. 


Ci 


= 


flî 


6, 


C2 


4- 


«a 


bi 


C2 




ai -h ai 


h. 


Ci 




Os 


^ 


Ci 






a» 


bi 


Ci 



La décomposition se ferait d'une manière analogue, si les 
éléments de toute autre colonne que la première, ou si ceux 
d'une ligne quelconque étaient chacun la somme de deux 
éléments. 

Si les éléments d'une ligne ou d'une colonne étaient chacun 
la différence de deux éléments, le déterminant pourrait se 
décomposer en une différence de deux déterminants. 

57. On verrait de même que 



a, -f- a, — a , 
û, -j- a,— a, 

«3+ «3— «3 

ax 61 Cl 
«2 bi Ci 
«3 bi 



bi c'x 
bi Ci 
bi Ci 



c» 



' <Xx 
i a» 

I «3 



bx 
bi 
bi 



Ct 
Ci 
Ci 



a 



a. 



OL 



et que 



ûi -h «1 
«3 H- «3 



bx 
bi 

bi 



(3i Cx 




(3, Ci 




Pa Ci 





ax 
ai 

Oi 

ax 
ai 
a% 



bx 


Cx 




bi 


Ci 


-h 


bi 


Ci 





p. 



Cl 
Ci 
Ci 



b 


1 c, 




b: 


, C, 




b, 


1 c. 




ce, 


b, 


C, 


eh 


b. 


Cl 


«3 


bi 


C3 


«1 


(3. 


Cl 


«I 


p. 


Ci 


«s 


(3. 


Ci 



58. Théorème IL — Réciproquement, lorsque deux déter- 
minants ne dij^èrent que par une ligne ou par une colonne^ 
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ces deux déterminants peuvent se composer en un seul déter^ 
minant. 



Considérons les deux déterminants 



A = 



tti bx Ci 

a-i 62 c^s 
«s bi Ci 



A' = 



(Xi (3, y, I 

^2 0} C3 • 

«3 A3 C3 , 



qui ne diffèrent que par leurs premières lignes; on peut les 
ordonner suivant les éléments de ces premières lignes (&2) 
et les écrire 

A =a, (62C3) — btia^Ci) -f Cl («363), 

A'=:a, (6,C3) — (3i(ajC3) -^ytia.b^). 

Ajoutant ces deux expressions dans le sens vertical, on obtient 

A-l-A'=(a, -ha,) (62C3) — (6|-h (3.) («2^3) -h (c, h- y,) («2/^3), 



ou le déterminant 



A' 



a, -h «1 

^2 
«3 



6, -H (3, c, -h y, 
62 C2 

bs C3 



ce dernier est donc égal à la somme des deux déterminants 
proposés. 
La différence des deux déterminants donnés A et A' serait 

de même 

«I — ai fti — (3| Cl — y, 

A — A' = ai 62 Ci 

ai />3 Cs 



On reconnaît, à Taide de ce principe, que les deux déter- 
minants 

o a b 

A' = 



A = 



a a b 
o a' b' 
o o" A" 



a' a' 6' 



«" «" ^" 



5ont égaux et de signes contraires; car on a, en ajoutant les 
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premières colonnes. 



A-f- A' = 



a a b 
a' a' b' 
a!' a" 6'' 



= 0, 



d'où Ton tire A=— A'. 

De même les deux déterminants 



^ = 



«1 


«1 


6. 


<?, 


ûfî 


«a 


6. 


c, 


o 


«3 


6. 


c» 


o 


«4 


^4 


C?4 



A' = 



«1 

«4 



6i <?, 
6, Cj 

64 ^4 



sont égaux et de même signe; car, puisque 



A'= — 



o 
o 

«3 
«4 



eu 



63 
64 



^3 
C4 



il vient 



A~A' = 



«1 


«1 


«a 


a. 


«3 


«s 


«4 


«4 



6. 

&3 

64 



Cl 

c, 
C3 

<?4 



= 0, 



d'où l'on tire A = A'. 



o 
o 

ai 
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59. Théorème III. — Lorsque les éléments d'une ligne ou 
d'une colonne sont égaux à la somme des éléments correS" 
pondants de deux ou de plusieurs lignes ou colonnes, multi^ 
pliées respectii^ement par des facteurs constants, le détermi' 
nant se réduit à zéro» 

En effet, on a, par exemple (SG), 



max -f- nbx 


«1 


bx 




max 


«1 


bx 




nbx 


ax 


bx 


ma^ 4- nb-x 


«2 


b. 




mUi 


«î 


b. 


■ -1- 


nbi 


tti 


6, 1 

1 


ma% -f nbi 


Ut 


b. 




moz 


«3 


b. 




nb^ 


Ui 


*. i 
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ces deux déterminants peuvent se composer en un seul déter' 
minant. 

Considérons les deux déterminants 



ai by Ci 
a-i bi Ci 

«3 63 Cs 



A' = 



«1 Pi ti 
ai 6} Cl 

«s ^3 ^3 



qui ne diffèrent que par leurs premières lignes; on peut les 
ordonner suivant les éléments de ces premières lignes (42) 
et les écrire 

A =a, (62C3) — bx{aiC^) -f Cl (a, 63), 

Ajoutant ces deux expressions dans le sens vertical, on obtient 

A-4-A'=(«, H-a,) (62C3) — (6,-4-(3,) (a,C3)-h(C|H-y,) (aib^), 



ou le déterminant 



A + A' = 



a, -+-«1 
ai 

«s 



6, -H (3. 

bi 
6, 



c, 4- y, 
c» 



ce dernier est donc égal à la somme des deux déterminants 
proposés. 
La différence des deux déterminants donnés A et A' serait 

de même 

«I — ai bi— j3i Cl — y, 

aj 62 Cl 

h. 



A-A' = 



t7 



Ci 



On reconnaît, à Taide de ce principe, que les deux déter- 
minants 

o a b 

A' = 



a a b 
o a' b' 
o a" b'' 



a' a' 6' 



a" d' b" 



5ont égaux et de signes contraires; car on a, en ajoutant les 
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a a b 

A-f-A'=: a' a' b' 



a!' af b' 



= 0, 



d'où l'on tire A=— A'. 



De même les deux déterminants 



A = 



«1 


fll 


6. 


Cl 


flî 


«a 


*. 


Ci 





«3 


6. 


Ci 





«4 


^4 


Ci 



A' = 



«1 

«4 



6. 

63 
64 



t?3 
C4 



sont égaux et de même signe; car, puisque 



A'= — 



o 
o 

«9 
«4 



As 

^3 
«4 



63 
64 



C, 

^3 
Ci 



il vient 



A- A' 



«3 

«4 



a, 
«4 



6. 

&3 
64 



Ci 

c, 

C3 
C4 



= 0, 



d'oii l'on tire A = A'. 



o 
o 

As 

«4 



59. Théorème III. — Lorsque les éléments d^une ligne ou 
iVune colonne sont égaux à la somme des éléments corres- 
pondants de deux ou de plusieurs lignes ou colonnes, multi^ 
pliées respectivement par des facteurs constants, le détermi' 
nant se réduit à zéro. 

En effet, on a, par exemple (56), 



max H- nbx 


«1 


bx 




max 


«1 


bx 




nbx 


«1 


6. 


ma^ 4- nbi 


«3 


63 




mch 


«3 


63 


■ -1- 


nbi 


«2 


63 


mai -t- nbi 


«» 


6. 




mOi 


As 


bi 




nbi 


«3 


63 i 
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nous en tirons régalité 



A = 



a» a« 



I 6* 6» 



= {bc 



ca 



ab) 



r.8 



I a fl' 
I b b' 
I c e' 



§ II. — Propriétés des déterminants ayant un ou plusieurs 

ÉLÉMENTS ÉGAUX A ZÉRO. 



G3. Dans révaluation des déterminantSy on rencontre des 
exemples dans lesquels un ou plusieurs éléments sont égaux 
à zéro. Celte particularité permet de simplifier leur dévelop- 
pement et d*en calculer la valeur avec plus de rapidité. On 
s'appuie dans ce but sur les principes suivants. 

64p. Tliéorème I. — Lorsque, dans un déterminant^ tous les 
éléments, moins un, d'une ligne ou d'une colonne viennent 
à s'annuler^ le déterminant se réduit au produit de Vêlement 
conservé, pris avec le signe convenable [kk], par le détermi" 
nant mineur, que Von obtient en supprimant la ligne et la 
colonne qui contiennent cet élément. 

En effet, nous avons trouvé au n° 42 que le déterminant 
A(*> du quatrième ordre, élant ordonné par rapport aux élé- 
ments de la première colonne, peut s'écrire 

A(<^ = a, Aa. — «î A«, H- tfs A«, — «4 Aa,; 

si les éléments de la première colonne se réduisent à zéro» 

sauf l'élément ai9 on aura a, = 0, 03 = et 04 = 0; il viendra 

donc 

A(*) = a, Aa,. 

Si l'élément, qui est seul différent de zéro dans une colonne 
ou dans une ligne dont tous les autres éléments sont nuls, 
n'est pas le premier élément du déterminant, on' peut le ra- 
mener à la première place par des permutations successives 
de deux lignes et de deux colonnes (21). 
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Ainsi Ton a 



«1 


6. 


c, 




O 


6, o 


1 








a-t 


6, 


c. - 


a 


1 bx Cx 


1 




• 




o 


ft. 


o 




a 


a bi Ci 
















M^M 


— 


bf o 
bx fli 

bj «a 


o 

Cl 
Ci 


=-63 


ax 


Cx 



On peut encore déterminer le signe du coefficient de Télé- 
ment conservé, en faisant usage de la règle pratique, qui se 
trouve exposée au n® 46. 

Le théorème précédent est de la plus haute importance 
dans le calcul des déterminants; il est d'une application con- 
stante. Il a été énoncé et démontré pour la première fois par 
Jacobi, dans le Journal de Crelle, t. ^% n° ii« 



65. Exemples : 



Gx 



Cl 



I. 



o a-i bi C2 



o 



û, 6s 



c. 



II. 



o «4 

«i bx Cx 
Gi bi Ci 

000 



bi Ci 



ai 
«3 
«4 



bi 

63 
b. 



Ci 

c% 

Ci 



a. 



dx 
di 
d, 
bi Ci di 



- (i. 



«I bx Cl 
Oi bi Ci 
tti bi C4 



m. 



A 


l 


l 


X 







a 


X 


X 







\ 


b. 


X 







\ 


X 


c 





a X X 
X 6 X 
X X c 



^ abc — (a -f- 6 -{- c)X^-4- aX». 



66. Théorème II. — Lorsque, dans un déterminant y les éléments de 
la première ligne sont égaux à V unité , et que chaque élément de toute 
autre ligne est égal à la somme des éléments qui, dans la ligne précé" 
dente, sont au-dessus et à gauche de cet élément, ce déterminant est 
égala l'unité. 
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Dans le déterminant 



A = 



I. — 


CHAPITRE II. 


I I 


1 


I 


I 


I 2 


3 


4 


5 


I 3 


6 


lO 


i5 


I 4 


lO 


20 


35 


I 5 


i5 


35 


70 



qui satisfait à ces conditions, retranchons chaque ligne de la suivante, 
et faisons de môme pour chacun des déterminants qui en résultent; nous 
obtiendrons successivement 



A = 



! I 
I 
I 
I 



2 
3 

4 
5 



3 


4 




6 


ro 


1 




1 — 


10 


20 


, 


i5 


35 





d'où 



A = 



12 3 

o I 3 
014 
o I 5 



I 4 
I 5 



4 

6 

10 

i5 



I 


3 


6 




I 


4 


10 


r— 


I 


5 


i5 





I 3 6 

014 
o I 5 



I 4 

o I 



= I. 



67. Théorème IIL ~ Tout déterminant peut être mis sous 
la forme d'un déterminant plus élevé. 

Car, en venu du théorème précédent, on a évidemment 





« 






I 























«1 




Ci 




X, 


«1 


6. 


Oi 












«2 


b. 


Cl 








h. 
















m 






0C2 


«2 


e. 












«8 


b. 


es 








63 




















^3 


«3 


^3 1 














1 


6. 






at 


*. 


Ci 


Wl 


•«'l i 








«1 


Cx 


r« 






6, 
















h. 








«2 


Ct 


«2 


V2 








a-i 


C2 


r^ 






6s 












_ 




63 




■r 




«3 


•^3 


«3 


Vf 








«3 


C3 


.n 







































I 


^4 

















I 


I 








































I 



Les éléments a;,, ^2, ^s; ,ri, Xu j»; «i, ^2, w» et t^,, cj, cg, ^4» 
qui ne se trouvaient pas dans le déterminant primitif, peuvent 
recevoir des valeurs quelconques. 
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68. Théorème IV. — - Lorsque tous les éléments situés d*un 
même côté de la diagonale s* évanouissent, le déterminant se 
réduit à son terme principal, 

Considéronsy par exemple^ le déterminant du quatrième 

ordre 

' Ui 6| 6*1 di 

I o 62 Ci di 

o O C3 «3 

O O O C4 

Tous les éléments, moins un, étant nuls dans la première 
colonne, on a (64) 



A = tfi 



62 Ci di 
o C3 di 
o o d^ 



= ai A«,. 



Dans le déterminant Aa,, tous les éléments, moins un, de la 
première colonne étant aussi égaux à zéro, il vient de même 



K= 



mais 



b: 


i Ci di 


d d^ 


rf* 




Cl di 




di 



= b. 



Ci rfs 

O d^ 



Czdr, 



par suite» on obtient Aa,= biC^d^; donc on a 

A = ai 63 Cs J4 

* 69. Théorème V. — Lorsque, clans un déterminant, les éléments 
de la première ligne sont respectivement égaux aux éléments correspond 
dants de la diagonale et qu'en même temps tous les éléments situés au^ 
dessous de la diagonale sont égaux et de signes contraires aux éléments 
respectifs de cette diagonale, le double déterminant est égal au produit 
des éléments de la diagonale, multiplié par une puissance de 2 marquée 
par le degré du déterminant, (Dostor, Arckiv der Mathematik und 
Physik, t. LVI, p. aSg.) 
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Soit le déterminant du quatrième ordre 

a b c d 

— a b a p 



A = 



— a ~ b c 7 

— a — b — c d 



qui remplit ces conditions, et où les éléments a, ^ et 7 sont des quan- 
tités quelconques. 

Conservons la première ligne, puis ajoutons cette ligne à chacune des 
trois suivantes; le déterminant ne change ni de valeur ni de signe (60), et 

il vient encore 

abc d 

ib c-{-a d -h 

00 ac d-hy 

000 2d 



A = 



Dans ce déterminant, tous les éléments situés au-dessous de la diago- 
nale sont égaux à zéro; par suite, le déterminant se réduit à son terme 
principal (68); donc il vient 

2A= 2a.2^.2c,afl?= 2.*.(4bcd. 

70. Théorème VL — Lorsque, dans un déterminant, un 
élément est égal à zéro, ce déterminant est égal, à un facteur 
prèsy à un déterminant de même degré, dans lequel les autres 
éléments de la ligne et de la colonne qui contiennent ce zéro 
sont égaux à Vunité. 

£n effet, nous avons d'abord (27 et 28), en multipliant la 
seconde et la troisième ligne par as et Oa, puis en divisant la 
première colonne par a,a„ 






bx c, 














«2 


b^ Ci 










«8 


bi Cs 















61 


Ci 







6. 


C, 


I 


a^a^ 


«8*a 
flibt 


a^Cz 




I 
I 


«8^2 
«2*8 


«36-2 

«2 Ça 


UiUz 



= A,; 



multipliant actuellement la seconde et la troisième colouao 
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par Cl et bt, puis divisant la première ligne par btCt, on ob- 
tient 



X = 



o 


bx c, 












I n^bi a%Ci 








I as 63 ttiCi 








61 Cl 


bxCx 







I 


I 


I 

bxCx 


I as 62 c, 
I ai bi Cl 


as bx Ci 
ai bx Ci 




I 

I 


as 6a Cl 

OibiCt 


atbxd 
a, bx Ci 



= Aa; 



donc il vient A = A3. 

Si le déterminant avait été du quatrième ordre» on aurait 
trouvé que 






bx 


Ci 


dx 










aa 


bi 


Ci 


di 










«3 


bi 


Ci 


di 










a* 


64 


Cl 


rfi 


• 



















1 


I 


T 






I 




I 

I 


aiû^biddx 
Ota^biCxdt 


ttia^bxCidx 
aitttbiCidx 


aiûibxCxdi 




a^UiC^bx 


Cxdx 


QiGibxCxdi 










I 


a%aibiCxdi 


ttittibxC^dx 


ttittibiC^dx 



Il est aisé de deviner la manière d'opérer qui fournit ce 
dernier résultat. On pourrait aussi facilement en déduire une 
règle générale pour transformer de la sorte un déterminant 
d'un ordre quelconque ayant un élément nul. 

71. Définition I. — Dans un déterminant, deux éléments 
sont dits conjugués, lorsque chacun d'eux occupe, dans les 
lignes horizontales, la même place que l'autre dans les co- 
lonnes verticales, et réciproquement. 

Ainsi, dans le déterminant 

Ux bx Cl 

ai bi Ci 
tti bi Ci 
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les éléments a, et bt sont conjugués; il en est de même des 
éléments a^ et Ci, b^ et d. 

72. Définition IL — Un déterminant est symétrique, lorsque 
les éléments conjugués y sont égaux. Tel est le déterminant 



\ a b c 

\ b Q a 

I 

\ c a y 



73. Théorème VIL — Lorsque, dans un déterminant, les 
éléments du terme principal sont des zéros, et que les élé- 
ments de la première ligne sont respectivement égaux à leurs 
éléments conjugués de la première colonne, ce déterminant 
peut se transformer exactement en un autre de même ordre, 
dans lequel, les éléments de la diagonale étant nuls, les autres 
éléments de la première ligne et de la première colonne sont 
tous égaux à V unité. 

En effet, nous avons d'abord (70) 



A = 



o a b 


c 




o 


1 


1 


i 




a o z' 


r 


1 


a 


o 


caz' 


aby 


A, 


b z o 


x' 


abc 


b 


bcz 


o 


abx' 


abc 


c y X 


o 




c 


bcy 


cax 


o 





oii nous avons multiplié les trois dernières colonnes par les 
produits respectifs bc, ca, ab; divisé la première ligne résul- 
tante par abc; puis divisé hors barres par abc. 

Dans le second déterminant Ai, divisons les trois dernières 
lignes respectivement par a, b^ c et multiplions hors barres 
par le produit abc; nous aurons 



Al = abc 



o 
I 
I 
I 



I 
o 

cz 

by 



I 

cz' 

o 

ax 



I 

by 
ax' 

o 
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donc il vient 



(I) 



o a 

a o 

b z 

c y 



b c 

z' y 

o X* 

X o 



o 
I 
I 
I 



1 
o 

cz 
bf 



cz' 

o 

ax 



I 

by 
ax' 

o 



On verrait de même que 



(I') 



o 


n^ 6» c- 




a} 


o c' b'' 




b^ 


c" o a'* 




C 


6" a" o 





1 I 1 

1 o cV^ b^b'^ 

I c^c'* o 

I 6' 6" a^a'^ o 



a^a!^ 



o aa' bV cd 
aa' o cd bb' 
fc^' ce' o aa' 
ce' bb' aa' o 



74. Corollaire. — Dans régalilé (I), posons 

a» r=r'=by z = z'=c; 



x = x = 



elle deviendra 


» 










o a b c 




o I I 


I 


* 

(III) 


a o c b 
b c o a 


= 


I o c* 
I c* o 


6» 
a' 


' 


c b a 




I 6» a» 


o 



75. Définition III. — Dans un déterminant, la diagonale 
qui contient les éléments du terme principal est dite vide 
ou pleine, suivant que ces éléments sont nuis ou différents 
de zéro. 

76. Théorème VIII. — Tout déterminant, à diagonale pleine, peut 
se décomposer en déterminants à diagonale vide. 

Dans le déterminant A du n** 13, remplaçons les éléments principaux 
«n ^j> ^3» • • •> ^« par autant de zéros; nous obtenons le nouveau déter- 
minant 





o 


*. 


^i 


... 


A 




^2 





^a 


. • • 


i. 


Ai")= 


«3 


K 


o 


... 


h 




• 
• 


• 
• 

• 


• 


• 


• 
• 
• 




"^ 


b. 


^n 


* • . 






DosTOR. — Déterm, 



So 
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OÙ manquent tous les termes qui contiennent, comme facteurs, un ou 
plusieurs des éléments a^ b^, c^, • • • « ^n ^^ I^ diagonale. 

Appelons Cj l'une des combinaisons i à /' de ces n éléments évanouis 
et A^"--*) le déterminant mineur à diagonale vide qui lui correspond; il 
est évident queCjAC,"— *) sera Tun des termes supprimés. Par conséquent, 
l'ensemble des termes supprimés sera la somme ZC^A^"—'), où il faudra 
donner à / successivement les valeurs 1,2)3, . . ., /z. 

On obtient ainsi la formule 



A<")= Ai«)-+- 2C,Aj,'»-«)-+- 2C,Ai»-«)-+-2C3Ai'«-3), 



2C^,Ai«)-HC„, 



attendu que A',') = o. 

Si nous appliquons cette formule au déterminant du troisième ordre, 
nous voyons que 



«• 


^ 


^i 







àr 


^t 


^. 


^ 


c. 


= 


^7 





<^i 


^3 


à. 


^3 




«3 


à. 


o 



o c 



7 

o 



b. 



O c. 



«3 o 



o 



ûj o 



-♦- ûl ^2«*3- 



77. Les déternninants à diagonale vide se présentent dans 
un grand nombre de formules. Nous donnons ici plusieurs 
d'entre eux, que nous retrouverons plus loin dans les appli* 
cations* 



I. 



il. 



111. 



o a b 
a o c 
b c o 



o 
1 
I 
» I 



I 
o 

6» 



= 2 abc- 



= -3. 



o i 



I I 

c» b' 

o û* 

a* o 



= a* 4- 6* -*- c* — ai'c^— 2c»a*— 2a'6». 
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5l 



IV. 



V. 



o a 


c 




a o c' 


V 




b & o 


a' 


— "•" 


c V d 


o 




o aal 


bb' 


cd 


aa' o 


c& 


bb' 


bV cd 


o 


ad 


cd hb' 


ad 


o 



à^a'^ 



-- ^hb' c(f — 1C& aa' — ^acd bV . 



"" I — ac^c'^a^a'^'-' iià'a'^b'b'K 



78. Théorème IX. — Dans un déterminant, lorsque le premier été- 
ment est zéro et que les autres éléments de la première ligne et de la 
première colonne sont égaux à Vanité, on peut augmenter ou diminuer 
d*une même quantité les éléments de chaque ligne dans le déterminant 
mineur, que Von obtient par la suppression de la première ligne et de 
la première colonne (Sylvest£B, Philosophical Magazine^ i85a]. 

En effet, dans le déterminant 



A = 



I I 

i a b 

1 a* b' 



I a' b' c" 



maltiplions la première ligne successivement par les trois quantités \ 
V, >", et ajoutons les produits respectifs aux trois autres lignes ; nous 
obtenons le déterminant 



o 
I 



I 



a 



I I 

X Ô-4-> C-+-X 

I a'-i-V b'-hV c'-hV 

I af-^l" y-^l" (f-^Y 



qui est équivalent au déterminant A. 

79. Corollaire I. — On peut de môme augmenter ou dinUnuer d'aune 
même quantité les éléments de chaque colonne du déterminant mineur, 
c'est-à-dire que 



o 


I 


I 


I 







I 


I 


I 


I 


a 


b 


c 




I 


a-^OL 


6-+-P 


c-hy 


I 


a' 


y 


d 




I 


a'-^a 


^'-+-p 


c'-+-7 


I 


a* 


y 


c" 




I 


a"-*-» 


^"H-P 


d'-hy 



4. 
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80. Corollaire II. — On en conclut que 



I 


1 


I 




a 


b 


c 




a' 


h' 


c' 


^^ 


fl" 


b" 


(f 





o 


1 


I 


I 


I 


a -h a H- X 


b -hp-h> 


c -4-7H-> 


I 


fl' + a _^. V 


^' -+- p -h v 


c' H- 7 4- V 


I 


«"-+- a-+-X* 




c"-+-7-+-X* 



§ III. — Calcul abrégé des déterminants numériques 

ET algébriques. 

81. Nous avons indiqué au n*» 50 la méthode générale, au 
moyen de laquelle on peut développer les déterminants. Cette 
méthode, dans la pratique, est souvent trop laborieuse pour 
être employée. 

Un procédé bien plus simple consiste à ramener le déter- 
minant à un autre de degré moindre; on traite ce nouveau dé- 
terminant de la même manière; et ainsi de suite. 

Pour ramener un déterminant à un autre dont Tordre soit 
abaissé d'une unité, on le transforme en • un déterminant 
équivalent, dans lequel les éléments d'une ligne ou d'une 
colonne soient égaux à Tunité; il suffit, pour cela, d'opérer 
comme aux n*'* 33 et 35. 

Dans le déterminant obtenu, d'une ligne ou d'une colonne 
on retranche toutes les autres; on arrive ainsi à un détermi- 
nant dans lequel une ligne ou une colonne a un élément égal 
à l'unité et les autres égaux à zéro; ce déterminant est égal à 
plus ou moins le déterminant mineur qui a cette unité pour 
coefficient (64). 

Pour mieux faire comprendre ce procédé, nous allons l'ap- 
pliquer à une série d'exemples tant numériques qu'algé- 
briques. 



82. Exemple I. - 


— On a successivement 






7 lo 3 




1 I 3 




I I I 




100 


3o 38 12 




6 2 12 




624 


— 


642 


37 5o i5 




7 5 i5 




753 




724 



Le second déterminant se déduit du premier, en retran- 
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chant des éléments de la première colonne, puis de ceux de 
la seconde, deux fois, puis trois fois les éléments correspon- 
dants de la troisième. 

Le troisième déterminant s'obtient au moyen du second, 
en retranchant la somme des deux premières colonnes de la 
troisième. 

Enfin le quatrième déterminant se déduit du troisième, en 
retranchant la première colonne de chacune des deux sui- 
vantes, et en changeant les signes des deux dernières co- 
lonnes résultantes* 

Le déterminant donné est donc égal à 



6 

7 



o 

4 

2 



° 4 > 



= i6 — 4 = ^2. 



On aurait pu arriver au même résultat, d'une manière plus 
rapide, en opérant comme il suit : 

On remarque de suite que les deux dernières colonnes 
sont divisibles l'une par 2 et l'autre par 3; effectuant ces divi- 
sions, on trouve que (28) 



7 


10 


3 




7 5 I 


3o 


38 


12 


= 6 


3o 19 4 


37 


5o 


i5 




37 25 5 



Dans le second déterminant, on retranche 7 fois et 5 fois 
la dernière colonne des deux précédentes; on voit ainsi que 
le déterminant donné revient à 









I 




2 


— I 


2 


— 1 


4 


= 6 


2 





2 





5 









= 12. 



83. Exemple IL — On trouve par les mêmes procédés que 



A = 



12 16 24 33 
20 25 35 45 
20 27 36 55 
I 28 38 5i 78 



20 



3 16 24 33 
1579 
5 27 36 55 
7 38 5i 78 



20 



o 1 3 6 
1^79 
o 2 I 10 
o 3 2 i5 
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Le second déterminant s'obtient en divisant, dans le pre- 
mier, la première colonne par 4 et la seconde ligne par 5. 

Le troisième déterminant se déduit du second, en retran- 
chant, dans celui-ci, 3 fois, 5 fois et 7 fois la seconde ligne 
des trois autres. Il vient ainsi 

6 



A = — 20 



1 3 

2 I 10 

3 2 i5 

Retranchant maintenant 2 fois et 3 fois la première ligne 
des deux autres, on obtient 

3 • 6 ' 

-5 -2 

-7 -3 
2 



A =— 20 



— 20 



I 
o 
o 
5 

1 



= — 20(l5 — l4) = — 20. 



84. Exemple IIL — Il est aisé de voir que Ton a 



l -£ I I 

I — I I 

f I — I 



I 


1 


I 




2 








2 




2 .0 





2 







« 



=4. 



Dans le premier déterminant, on a ajouté la première ligne 
à chacune des deux suivantes. 



85. Exemple IV. 
trouve que 



— En opérant de la même manière, on 



— I 



I — 1 



I — I 



I 
I 

I 



I — I 



— I 



o 



» 2 2 o 

o 2 2 

O — 2 2 

2 20 

2 2 



022 
202 
220 






2 2 

— 2 2 






O 4 



= — 2(2.4) =— 16. 
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Dans le premier déterminant^ on a ajouté la première ligne 
à chacune des trois autres; on a ainsi obtenu le second dé- 
termînanty qui, en vertu de n^ Gb, revient au troisième. 

Dans celui-ci, on a retranché la troisième ligne de la 
deuxième; on a ainsi trouvé le quatrième déterminant qui, 
par suite de n? Gb, est égal au cinquième multiplié par 2. 



86. Exercices numériques. 



I 2 


5 




3 4 


7 


_IO, 


6 8 


9 





876 




7 5 3 


= 0, 


4 5 6 





4 

9 

8 5 



2 I 

3 2 



=—29, 



1 2 

2 3 

4 a 

2 8 



4 

4 



4 

8 
i3 
II 



I 


3 


8 


2 


4 


9 


3 


5 


II 


2 


3 


8 


4 


6 


4 


6 


12 


4 






= 7^^ 



= o, 



I 5 3 

32 — 35 34 

5 — 10 II 



25 

i5 

23 

5 



2 — 



4 

6 



= 4o5o> 



1 3 

2 5 

3 7 



= o. 



234 
o 5 6 
007 



i5 
10 

>9 
5 



23 

19 
t5 



= 70, 



17 i5 II 
i3 i3 12 



9 9 9 



—5 
-5 

9 
-5 



18, 



= ig44oo. 



87. Carrés magiqnes (')• — Les règles que nous venons 
d'employer s'appliquent avec avantage aux déterminants 
dont les éléments sont les n' premiers nombres entiers, dis- 
posés en carré magique. Dans ces déterminants, les sommes 
des éléments appartenant aux mêmes colonnes, aux mêmes 
lignes et aux mêmes diagonales sont égales entre elles et à 



- «' 
2 ^ 



•). 



(*) F'oir les Problèmes plaisants et délectables de Bach et de Méziriac, 3* édi-* 
tion, revue par A. Labosne, p. 88 et suiT. Paris, ches Gauthier-Villars. 
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Ainsi on trouve facilement que 



492 




» 9 


2 








357 


— 15 


I 5 7 






8 I 6 




1 I 6 








— 15 


• 

I 9 a 

0-45 

-8 4 


■ 

= -i5 


4 5 

8 4 




: — : — 


i5.4*2 


I 
I 


5 
2 


= — 15.8{2.5) 



= 36o, 



Dans le premier déterminant^ à la première colonne, on a 
ajouté la somme des deux autres et l'on a divisé le résultai 
par i5; puis, dans le second déterminant, on a retranché la 
première ligne de chacune des deux suivantes. 

88. Considérons, en second lieu, le déterminant 



A = 



I 


i5 


•4 


4 


12 


6 


7 


9 


8 


10 


II 


5 


i3 


3 


2 


i6 



qui est formé par les 4^ ou 16 premiers nombres entiers, dis- 
posés en carré magique. 

Pour en calculer la valeur numérique, de la première ligne 
retranchons la quatrième, et .de ta deuxième retranchons la 
troisième; il nous vient 



A = 



--I2 


12 


12 


— 12 




I 


— I 


— I 


i 


4 

8 


-4 

10 


-4 

II 


•4 
5 


=— 12.4 


I 
8 


— I 
10 


— I 

II 


1 

5 


•i3 


3 


a 


16 




i3 


3 


1 


16 



où nous avons divisé les deux premières lignes, l'une par 
— 12 et l'autre par 4- 

Or le dernier déterminant est évidemment nul, puisque les 
deux premières lignes y sont identiques; donc on a A = o. 
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89. Soit encore à calculer la valeur numérique du déter- 



minant 



A = 



10 

4 

II 



18 I 

12 25 

6 19 



8 

2 

i3 21 



i4 22 
16 
i5 



5 i3 21 9 
24 7 20 3 

qui est formé par les 25 premiers nombres entiers, disposés 
en carré magique. 

A la première colonne ajoutons les quatre suivantes» puis 
retranchons la première ligne, des quatre suivantes» nous 
obtenons successivement 



A = 65 



= 65 



I i8 


I 


•4 


22 












I 12 


25 


8 


l6 












I 6 


>9 


2 


i5 












I 5 


i3 


21 


9 












I 24 


7 


20 


3 












1 i8 
o - 6 


I 

24 


'4 

- 6 


23 
— 6 


* 


- 6 24 


- 6 


- 6 


o — 12 


i8 


— 12 


— 7 


— 65 


— 12 l8 


— 12 


- 7 


•• 






# 




— l3 12 


7 
6 


— 13 


O — 13 
o 6 


12 

6 


7 
6 


I 

I 


3 

9 




6 6 


-'9 



Nous pouvons actuellement diviser la première ligne par 
— 6 et la seconde colonne par 2 ; il nous viendra, en changeant 
les signes dans la dernière colonne. 



A = 65.6.2 



1 — 2 



i — I 



= 780 



— 12 
— 13 
6 
I 

12 — 
i3 - 
6 



9 
6 

3 



o 
i5 
20 
i5 



o 

o 

20 

o 



12 

7 

9 
o 

-5 

o 

25 



7 
i3 

'9 



= 780 



i5 



5 




; 



1. 
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Dans le premier de ces délerminanis, nous avons ajouté 
2 fois la première colonne à la seconde, nous Tavons re- 
tranchée de la troisième et ajoutée à la quatrième; puis nous 
avons changé les signes de la seconde et de la troisième ligne 
dans le troisième déterminant. 

Dans celui-ci tous les éléments, moins un, sont nuls à la 
seconde colonne; par suite il vient 



A= 780 X— 20 



i5 5 i 
i5 25 



= — 780.20.15.5 



I I 
I 5 



=: — 780 . 20 . 1 5 . 5 . 4 = — 4680000. 



90. Les déterminants algébriques peuvent .se développer 
suivant les mêmes règles. Nous allons en fournir plusieurs 
exemples. 

Exemple I. — On a successivement 






I 


I 


1 










I 


I 





a 


b 




I 


b a 


--b b 


1 


a 





c 


— 


I 


a-- c 


— c c 


I 


b 


c 







I 


b 
I -fc 


c 
a-6 










= - 


— 


1 a — c 
I b 


— c 
c 



I — b a — b 

o a'\-b — c b — c — a 
o 26 fr-f-c — (\ 

26 a — b — c 

(a -4- 6 — c)(a — * — c) — 26(c 
£|î_l_ fca-^- (A — 26c — 2ca — aaft. 



a^b) 
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Dans le premier déierminant, on a retranché la dernière 
colonne de chacune des deux précédentes; on a ainsi obtenu 
le second déterminant,, qui, en vertu du n** 64, se réduit au 
troisième. Dans celui-ci, on a retranché la première ligne de 
chacune des deux suivantes; on est ainsi arrivé au quatrième 
déterminant, qui se réduit au cinquième. 

91 . Exemple II. 
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I 




o 


I 


o 


o 








I 


o 


a} 


fr» 




I 


o 


à" 


h' 




I 


a^ 


o 


c^ 




1 


a' 


— a» 


c^—à* 




f 


b^ 


c» 


o 




I 


6» 


c»— é' 


-6» 










1 


• 


I 

I 
I 




b^ 
-6' 




« 










I 


a} 


b^ 










-~- ~~~ 


o 






c^—a^^b' 
b' —26» 














ia} 


a'+b^—c^ 












T^ ^— • 






















a^-4-6»— c» 


ib 


2 







(a*+ 6'— c*4- nab) (a» H- 6»— c»— - ^ab) 

[[a -I- *)»—<?»] [[a — *)»— c^] 

— (a -f- 6 H- c) (6 -+- c — a) (r + a — 6) (a H- 6 



-c). 



On retranche la seconde colonne du premier déterminant 
de chacune des deux suivantes; on obtient ainsi le second 
déterminant, qui se réduit au troisième. Dans celui-ci, on 
retranche la première ligne de chacune des deux suivantes; 
on trouve ainsi le quatrième déterminant, qui se réduit au 
cinquième. 
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92. Exemple III. 



A = 



O 


a 





c 


a 


o 


c 


b 


b 


€ 


o 


a 


c 


h 


a 


o 



= (a-*-6-f-c) 



= (û -t- ft -h c) ( 6 4- c — û) 



o 
I 
I 
I 



I 
a 
b 
c 

I 

o 
c 

b 



I 

o 
c 

b 



I I 

c b 

o a 

a o 



I I 

c b 

o a 

m 

a o 



= (a 4- 6 -*- c) (6 4- c — a) A'. 

Dans le premier déterminant, on ajoute toutes les lignes; 
la première ligne devient ainsi divisible par a -h 6 H- c, qu'on 
met en facteur commun hors barres. 

Dans le second déterminant^ de la somme des deux pre- 
mières colonnes on retranche la somme des deux dernières; 
la première colonne devient divisible par6-f-c — a, qu'on 
met en évidence hors barres. 

Dans le dernier déterminant^ que nous représentons par A', 
ajoutons la seconde ligne à chacune des deux dernières, nous 
obtenons 



A' = 



o I I 


I 














— 1 o c 


b 












oc c a'\-b 












o b a -f- c 


b 












II I 




I 


o 




o 




c c a-h b 




c 


o 




a-hb — 


c 


fr a-t-c b 






b 


c-ha — 


b 


o 





d'où nous tirons 



A' = 



o a 

c-\- a — b 



b-^-c 
o 



= ^ [c -h a — b) [a -{- b — cy 
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On a donc 
o a b c 



6i 



a o c b 
b c o a 
c b a o 



= -~(aH-6-t-c) (é-f-c — a)(c4-a— ft)(a4-6— c). 



93. Exemple IV. 



A = 



{a -h by 



a' 



[b-hcy a' 



z= (a-h b-h cy 



= — a(fl-4- b-¥-cy 



b' (c-+-aY 
a-\- b — c 

o b 

b — c — a b 

a -h b — c 

o 

a 



(«H_^)8— c» 



(^4_C)»— fl» à" 



O c' 

c — a a^ 

— c^a (c-h a)' 
o c^ 

b -i- c — a à^ 
c — ac 



Dans le premier déterminant, on a retranché la dernière colonne de 
chacune des deux précédentes, ce qui a fourni le second déterminant, 
dont les deux premières colonnes sont divisibles par a-hb-hc 

Dans le troisième déterminant, on a .retranché la somme des deux 
premières lignes de la troisième, et Ton a divisé la troisième ligne résul- 
tante par — a. 

Dans le quatrième déterminant, que nous représenterons par A', ajou- 
tons la troisième colonne aux deux précédentes multipliées respective- 
ment par ^ et a ; nous obtenons 



acA' = 



= — a^c^ 



(a-^b)c c^ {? 

a^ (b-^c)a fl' 

o o 

a-\- b c 
a b-hc 
I 



= — ac 



— ac 
= — flV 



{a-^b)c 



a' 



{b-h c)a 



a-hb -\- c c 
a -h b-h c b-hc 



= — a^c^{a^b-hc) 

Donc il vient 

[a-hby c» 
fl* -(b-hcy 
b* b^ 



I b-h c 



= ^a*bc^(a-h b-hc). 



a^ 

(c-hay 



= ^abc(a -h b -h c)*. 
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9i. Exemple V. 



bb'-\- ce' ha' 



ab' 
ac' 



cc-^aa 
bc' 



ca' 



ad 



bb' 



I 

abc 



abb'-h ace' baa' caa' 

abb' bcc*-\- baa^ cbbf 
ace' bcc^ caa'-i- cbb' 



I 

abc 



o — ibcc' — icbb' 

— %acc' o — 'icaa' 

— labb' — 'xbaa' o 



= — ^abc 



o c' b' 
c' o a' 
b' a' o 



\^aa',bb',cc^i 



Le second déterminant se déduit du premier, en multipliant les trois 
lignes respectives par a^ b %ic et en divisant hors barres par le produit 
a.b,c = abc; le troisième se tire du deuxième, en retranchant de chaque 
ligne la somme des deux autres; le quatrième s'obtient au moyen du 
troisième, en divisant les trois lignes respectivement par — a^c, — 2ca 
et — 2ab et en multipliant hors barres par leur produit — Sa^b^c^. La 
valeur du quatrième déterminant étant égale à ^ ia' b'c'^ on trouve que 
A= iQabc.a'b'c', 

95. Exercices algébriques. 



L 



III. 



IV. 



« + 6 ^ — I 



II. - 



C-f- rfy/— I 

a — 6 ^ — I 



= û» H- 6» -1- c» -f ' (/•• 



■ I 
A 



-I b 
o a 
B C 



= Aa-hBft4-C. 



o a' b' 

a 1 cosO 
b cosô f 



= aa'-{'bb'-' (a6'+ 6a') cosô. 



I X — a y — b 
! x' — a y^ — h 
I x"—a y^—b 



X 



r 
x' y 

l x" f 
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V. 



VI. 



sin'A 



VII. 



VIII. 



IX. 



X. 



XL 



XII. 



i a a* 
I b J» 

ICC* 



= (a -h ft -f- c) (a — 6) (6 — c) (c — rt). 



a^ frsinÂ csinA 
6sinA I cosA 
csinA cosA i 



= a*— (6"-*-c*— 26c?cosA). 



6*-*-c?* ab ca 

ab c* -j- a* bc 
ca bc a*-h b^ 



=^a^b^<^. 



I 


o 


a 


a' j 




o 


I 


b 


6' 




I 


o 


c 


c» 


^H^^M ^^^^ 


o 


I 


d 


d» 




o 




I 


I I 


I 


— 


I 


a b 


I 




a 


— 1 c 


I 




b 


. c — I 


I 


o 


a 


p 




o 


I 


b 


9 


= {c 


I 


o 


d 


P' 


o 


I 


V 


q' 




I 


o 


a 


b 




o 


1 


a! 


b' 




I 


o 


a" 


b" 


V^i^ 1 


o 


I 


(f 


V 




X 


a 


b 


c 




a 


X 


o 


o 


^ ^ 


b 


o 


\ 


o 


= X'( 


c 


o 


o 


"k 





== — (a — c) (6— rf) (a— 6-Hc— rf). 



-f- 6' — ica — ib — I 
H- c' — 7,ab — ic — I. 



= («-^)(î-î')-(fc-ft')(/>~P'). 



ab'^ba'-^a'b'''-'b'a" 



= X»(X»— a'— 6'— C), 



f 
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K.m. 



XIV. 



XV. 



XVI. 



I I 


1 


1 




a b 


c 


£/ 




a} b' 


c' 


rf' 


II^H 


a^ b' 


c" 


rf« 




I 


l 


I 


I 


a 


b 


C 


d 


a" 


6» 


C' 


rf' 


a' 


6^ 


c* 


<f« 


I I 


I 


1 




a b 


c 


rf 


1 


a» b^ 


c'» 


é/« 


=1 


a* b* 


c* 


rf^ 




1 I 


I 


I 




a' 6» 


c» 


rf» 




a» 6» 


c» 


rf» 


^^^^ ' 


a* b* 


& d* 





= (a— 6)(a — c)(a— rf)(6— c)(6-d)(c— 4 



(a + 6 + c + rf) 

X(a— 6)(a- 
• X{b-c){b 



c){a 
d){c 



-d) 



-d)(c — d). 



(ab + ac -{- ad + bc -h bd + cd) 

X [a—b] [a—c] [a—d][b—c] [b—d)[c—d). 



![abc H- ahd + acd + ftcrf) 
X {a- 6) (a-c) (a-rf) [b-c) [b—d){c—d\. 
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CHAPITRE m. 

PRODUIT DE DEUX DÉTERMINANTS, 



I. Multiplication de deux déterminants. — § II. Carré des déterminants. — 
S III. Les déterminants multiples. — § IV. Dérivée d'un déterminant. 



§ I. — Multiplication de deux déterminants. 

96. Lemme. — Lorsqu'un déterminant de degré pair un 
est décomposé en quatre déterminants de degré n par deux 
traits, Vun horizontal et Vautre vertical, menés par le milieu, 
si les éléments de Vun de ces quatre déterminants sont égaux 
à zéro, le déterminant proposé sera égal au produit des deux 
déterminants mineurs qui sont adjacents au déterminant mi' 
neur à éléments nuls. 



11 s'agit de prouver qu'on 


a, par exemple, 






Al 6| o o 






A — 


^a 62 o 

«s ^3 «3 Ps 

a, 64 «4 P4 




Uy 6, 

«3 ^2 


X 


«3 P3 

«4 (34 



Pour cela, permutons entre eux les éléments de la première 

et de la troisième colonne, puis ceux de la deuxième et de la 

quatrième, le déterminant conserve son signe (21), et Ton a 

encore 

o 



A = 



o 
o 

«3 
«4 



o 

p. 

(3. 



a, 
a, 
a, 

a* 



b, 
b. 

b. 
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Si nous ordonnons ce déterminant par rapport aux éléments 
de la première colonne, nous obtiendrons 









o 


ûi 


6. 






ai 


*. 








A = 


= «3 


o 


ih il 


— «4 


ai 


6, 


9 






• 

ou [eï) 




p. 


«« 64 




Ps «3 


6, 








A a,p4 


«2 


6. 
6, 


~~~* 


«4(3, 




6. 


~(«S(34- 


«♦p.) 


a, 
a. 


*. 
&. 


donc il vi 


ent 


/S 


i — 


«4 


(3. 


X 


«1 fc| 


9 











ce qu'il fallait prouver. 
97. On verrait de même que 



û = 



a^ b^ 



«r. 



a 



3 *'3 
«^4 ^ 



O 

o 
o 



o 
o 
o 



ûr. 



b. 



«. P. 
«. P. 



O 

o 
o 

7e 






X 



P4 74 

Ps 7s 

P« 7« 



= PxQ, 



en représentant ces deux derniers déterminants l'un par P et l'autre 
par Q. 

Ordonnons le déterminant du sixième ordre par rapport aux éléments 
de la quatrième colonne; il nous vient 



A = a, 



«1 


». 


c, 








«> 


K 


Cj 








«. 


6. 


c. 








«» 


*. 


c, 


p. 


7* 


«. 


*. 


^« 


p. 


7« 



— a. 



*. 



a. 



a. 



o 
o 
o 



o 
o 
o 



6. 



P4 74 

Pf 7. 





















p. 


74 


p. 


7* 
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OU 

(!) 



^ = «4^ — «i\-t-«e\- 



Les trois déterminants mineurs A, , A^ , A^ peuvent aussi être or- 
donnés par rapport aux éléments de leurs quatrièmes colonnes ; on trouve 
ainsi, pour le premier de ces déterminants, 



A. = 



a^ by c^ o 
a^ b^ c, o 
«3 ^3^3 o 



^6 K 



= Ps7e 



«1 *t 



'• 7e 
^1 



P. 



û, b, 



ou 



\={P5 7s-P«7s) 



^, ^a C^ 
^3 ^3 ^3 



^, b^ Cj 
^, ^, c, 

«3 *3 ^3 



-Pe7s 



«', 



a. 



o. 



a. 



«. 



â[. 



o 

o 
o 

7s 



= P(Ps7.-Pe7s) = P 



P5 7. 

p. 7. 



On verrait de même que 

Pi 7. 

Pe 7fl 



«s 



et A. = P 



P. 74 

Ps 7s 



s nous substituons ces valeurs dans l'égalité (i), il nous viendra 



A = P «. 



P. 7. 


— *« 


P. 74 


+ a. 


P4 74 


% 7. 


S 


P. 7, 


9 


P» 7. 



I 



ou 



A = PX 



«4 P4 74 

«$ Ps 7s 

«e Pf 7e 



= PxQ, 



ce qu'il fallait prouver. 

Il est facile d'étendre cette démonstration à un déterminant de degrë 
pair quelconque, satisfaisant à renoncé. 

98. Théorème. — Le produit de deux déterminants de 
même ordre peut se mettre sous Informe d'un déterminant 
de cet ordre. Les éléments des produits sont les sommes des 
produits que l'on obtient^ en multipliant les éléments de 
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chaque colonne dans Vun des déterminants par les éléments 
correspondants de toutes les colonnes successives de Vautre. 

Ainsi Ton a le produit de deux déterminants du second 
ordre 



(I) A = 



a, bt 
Ui bi 



X 



ai (3. 
aj Pj 

Pour le démontrer, prenons Tidentiié 



a.p. + aaPï ftiPi-hftïPî 



A = 









, 


û, 6, 


X 


a. (3» 
a, p, 


— 



a-i bi 
o o 
G o 



— I 
o 

ai 

p. 



o 

— I 

aj 

p. 



Dans ce dernier déterminant, à la première colonne, ajou- 
tons ^i fois la troisième plus a^ fois la quatrième; puis à la 
deuxième ajoutons b^ fois la troisième plus (2 fois la quatrième 
colonne; nous obtenons 



A = 



o o — 10 

o o o — 1 

ax(Xi-\- a^oLi bi(Xi-{- b^aj «i a» 

a, (3, 4- «2^2 feiPi+èaPa P, (3a 



A = 



mais ce déterminant est égal au produit d^es deux détermi- 
nants (96) 

«iaiH-«2«j biai-h b^a^ — i o 

tti^i-haî^i ftiPi-f-taPj ' o — I 

dont le dernier est égal à i ; donc on a 

ce qu'il fallait prouver. 

On obtiendra le produit des deux déterminants du troisième ordre, 

a. Pi 7i 
S Pa 7» 

«5 P. 73 



«1 


^1 


^1 




«» 


^ 


^, 


> 


^3 


^, 


^» 


1 
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en opérant d'une manière analogue sur le déterminant équivalent à ce 
produit 



A = 



«r. 



ct„ 



«, 



— I 



o 
o 



«1 

p. 

7, 



— I 
o 



8, 



I 



a. 



Ps 

73 



qui est du sixième ordre. 

On ajoutera à la première colonne la somme des produits des trois 
dernières colonnes par les éléments respectifs a,, «,, «3; à la seconde* 
colonne la somme des produits des trois dernières colonnes par les élé- 
ments respectifs ^,, ô,, 63; à la troisième colonne la somme des produits 
des trois dernières colonnes par les éléments respectifs c,, c^, c^. Ou ob- 
tiendra ainsi le déterminant équivalent 






























— 1 






































— I 


i 



































— I 


rt,a,-f- a.^oL.^-^ a^ 


«3 


K 


«i 


-f- 


^«2 


-f- 


^ 


«3 


Cx 


«i 


-H^,S-f-f3«3 


«I 


«2 


«s 


«.P. -+-«2 P. -+-«3 


Pa 


K 


P. 


-t- 


Kh 


-h 


K 


Pa 


^1 


P. 


•^-^2P2-^^3P3 


P. 


P2 


P. 


û.7,-^«2 72-+-^3 


73 


h, 


7. 


-h 


K12 


-h 


^ 


73 


^i 


7i 


"+■ ^272 -t- ^373 


7i 


7» 


73 



(H) 



Or ce déterminant est égal au produit négatif des deux déterminants 
mineurs du troisième degré, disposés en diagonale (97), dont l'un 



— I o o 

o — I O 

O o — I 



est égal à — I ; donc on a encore 



«1 K 



«3 h ^3 



«i«i 



X 



a. 



a. 



«« 



P. 7. 

Pa 7 



«,«, 



«3 «s 



3 I 






^,P.-^«2P2+«3P3 ^P. 
«l7|-*-^272-+-«373 Klx 



K^'2-^K^z c^a,-+-c,a,-l- C3a3 

^2P2+^3P3 ^.P.+ ^2P2+^3P3 
Kl^-^Kl^ <^l7|H-^2 72-+-^3 73 



99. Autre méthode ponr obtenir le produit de deux déterminants. 

— Proposons-nous de multiplier entre eux les deux déterminants du 
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lE III. 


troisième ordre 


ch bi Cl 




«1 Pi 7i 


P = 


«2 ^2 ^2 


, Q = 


«2 P2 72 




fl'8 bz C3 




«3 Ps 73 



Pour cela, considérons -ies trois équations homogènes du premier 

degré 

|(«i — 'k)a: -+- bijr-+- ciZ = Oy 
OiX -^ (b2 — l)x -^ Ctz = o, 
azX-^b^y-\- (cg — X)z = o, 

et déterminons pour \ des valeurs qui rendent ces trois équations compa- 
tibles, c'est-à-dire qui permettent de vérifier le système par des valeurs 
de x^ j, z qui ne soient pas toutes nulles. Pour cela, il faut et il suffit 
que les valeurs de X annulent le déterminant du premier membre (131), 
ou qu'elles satisfassent à l'équation du troisième degré 





a\ — ' X b\ C\ 






n^ ^2 — X ^2 


■ — 


i fiz bz cz — > 




Celle-ci, étant développée, prend la forme 




X3-hM>2 N).-hP = 


= 0, 



où il est aisé de voir que le terme connu P représente le premier de nos 
deux déterminants, que le coefficient N est la somme des déterminants 
mineurs des éléments en diagonale dans P et que le coefficient M est la 
somme de ces éléments en diagonale. 

Si V, X*, )/" sont donc les racines de notre équation du troisième degré 
en \ nous aurons leur produit 

)/xn'"=p. 

Nous pouvons trouver une autre expression pour ce produit VYl'". 

Pour cela, multiplions les trois équations (i) d'abord respectivement 
par ai, a2, «3, puis par Pi, p2, Pa, enfin par 7,, 72, 73, et faisons chaque 
fois la somme des produits obtenus; nous formons le système des trois 
nouvelles équations 



(âTi aj-H Of, a2-l- a^ ol^ — >.ai)a: H- (^1 ai 

(2) { K!pl-f-fl'2P2H-^3P3— XPO-a^H-C^ipi 
(«l7lH-^272-+-'^3 73— ^^ll'^-'-C^ai 



bt<X2-hb^a.z—\y.2)x 

^2P2-^^3P3— XPîlj 
^272-*-^373— X72)r 



= 0, 
= 0, 



qui sera vérifié par les mômes valeurs de .r, j, z que le système (1); par 
suite, les valeurs de >., qui rendent compatibles les équations (i), seront 
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les mêmes que celles qui rendent compatibles les équations (a); et 
celles-ci le seront, si Ton a le déterminant 

(3) tfiPiH-ûrsPj-f-rtjPa— >Pi ^iPi-H^îPîH-^sPs-^Pî CiPi-hCîPs-f-C3p3— >p8 
^i7i-*-«j7î"*- ^373—^71 ^171+ ^272-»- ^3 73— ^7î <?i 71-^^2 72-+- C3 78— X73 

Cette équation, étant développée et ordonnée par rapport à X, prend 
la forme 

— QXa-+- M'X2 — N'> -f- R = 0, 

où le coefiBcient de — "k^ est le second de nos deux détermmants donnés 
et où lé terme connu R est le résultat que Ton obtient en posant X = o 
dans le déterminant (3). 

Les racines de cette équation du troisième degré en X étant les mômes 
que celles de l'équation précédente en X, nous avons pour le produit des 
trois racines 



II nous vient, par suite, 

d'où nous tirons 
Nous trouvons ainsi 



VX''X"'=5. 

5 = p 
Q ' 



R = F X Q. 



flriai-+-â'ja2H-«sa8 biai-h b^oci-^ bz<^z Ci ai -♦- Cj aj -+- C3 aa 

«i Pi -H Û2 P2 -»- «3 P3 ài pi -f- bî P2 -+- ^3^8 <^iPj -+■ C2P2-+- ^3^3 

<7i7iH-r?2 72-+-«3 78 ^171-^ ^272+^373 Ci7i^-^î 72^-^373 

pour le produit des deu7 déterminants donnés P et Q, comme plus haut 
au n° 98. 

Application I. — Si Ton fait le produit des deux équations en X 



rt-X 


b" 


b' 




a -*- X 


b" 


b' 


b" 


fl'— X 


b 


= 0, 


b' 


fl'-i-X 


b 


b' 


b 


a" X 




b' 


b 


«"-f 



= o, 



on trouvera une équation enX', qui a même forme et que Ton peut écrire 

X6— AX*-+-BX2— C = o, 

où tous les coeiBcients A, B et G sont positifs. Cette équation ne présente 
que des vanauons; par suite, elle n'admet que des racines positives, con- 



= 0. 
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formément à la règle des signes de Descartes. Donc les deux équations 
proposées ont toutes leurs racines réelles, positives ou négatives et 
n'admettent pas de racine imaginaire. 
Ce mode de discussion de l'équation en X est dû à M. Sylvester. 

Application II. — Si, dans un déterminant donné du n^"*' ordre ^ on 
remplace les divers éléments par leurs déterminants mineurs respectif Sy 
on forme un nou\^eau déterminant ^ qui est égal à la [n — i)'^'"^ puissance 
du déterminant donné. 

Pour plus de simplicité, considérons le déterminant du troisième ordre 

! ^i f>\ c\ ' 

j 1 

\ a^ b^ C2 ! = A, 

«3 ^3 <^8 i 



dans lequel nous remplacerons tous les éléments «i, bu c^ ; «j, ^2, . . . , 
respectivement par leurs déterminants mineurs Ai, Bi, Ci, ...; nous 
formons ainsi le nouveau déterminant 



Al Bi Cl 
A2 B2 C2 
A3 B3 C3 



= R. 



Faisons le produit de ces deux déterminants, en multipliant colonnes 
par colonnes ; nous obtenons 



RA 



a\k\ + a^k^-^a^ki bik^-^b^k^-^b^kz Ciki-^c^kt-hc^kz 

^lBi-hÛ2B2-f-«3B3 ÔlBiH-^2B2-t-^3B3 Ci BiH- ^282"+- Cj B3 
^lCi-H«2G2-+-^'3'C3 ^iCi~h ^2C2-h ^sCs ^i Ci H- C2C2-f- C3C3 



Dans ce déterminant, les éléments en diagonale sont égaux au déter- 
minant A, pendant que tous les autres éléments sont nuls, puisqu'ils sont 
les résultats que Ton obtient en rendant deux colonnes identiques dans A. 
On a donc 



RA = 



d'où l'on tire 



A 











A 











A 


R = 


= A3 


-1 

• 



= A3, 



100. Binet et Cauchy ont déduit celte proposition des cas 
particuliers qu'avaient donnés Lagrange, dans les Mémoires de 
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l'Académie de Berliriy 1773, p. 285, et Gauss dans ses Disqui- 
sitiones arithmeticœy 167, i58 et 268; ils Toni énoncée et 
démontrée dans des Mémoires qui ont été publiés en même 
temps dans \e Journal de l'École Polytechnique, XYV' Cahier, 
p. 286, et XVII' Cahier, p. 81 et 107. 

101. Remarque I. — Le produit A de deux déterminants d 
et S peut s'écrire sous quatre formes, en général différentes 
(Cauchy, Journal de l'École Polytechnique y XVIP Cahier, 
i8i5, p. 83). 

En effet, on peut composer : 

I** Les éléments de chaque ligne de à avec les éléments de 
toutes les lignes de d; 

2" Les éléments de chaque ligne de ô avec les éléments de 
toutes les colonnes de d; 

3° Les éléments de chaque colonne de 4 avec les éléments 
de toutes les lignes de d; 

4" Les éléments de chaque colonne de à avec les éléments 
de toutes les colonnes de d. 

Ainsi l'on a le produit des deux déterminants du second 
ordre 



(III) 





6. 


X 








a,a,-f- 6,(3, 


a, «2 4- 6,(32 


a%cx.i'\- 62(3, 


aaa2-+- 62(32 


a, (Xx -f- «j (3, 


a, «2 -4- <l2(32 


6,a,-f- 62P1 


6, «a H- 62(32 


a,ai-f- 6, «2 


a,(3, -f- 6,(32 


«2 a, -f- 62 aa 


«»P.+ 62(32 


tfiai H- a^a^ 


«i(3,-f-a2(32 


biXi H- biOCi 


6. p. + 6,(3, 



Si Ton effectue et qu'on développe ces quatre produits et 
que Ton supprime dans chacun d'eux les termes égaux et de 
signes contraires, on trouve la même quantité 

«1 a, 62^,-1- a,a26,p,— «2ai6,p,— «,«262^1 

= a,6,(a,p2— «aP,) — a26,(a,p,— «aP.) 
= («16,— Uibi) (a,Pa— «aPt). 



I. 



D. 



m. 



IV. 
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102. Remarqne II. — Si Ton avait à faire le produit de deux déter- 
minants d'ordres différents, on transformerait celui de moindre degré en 
un déterminant de même ordre que l'autre (67). 

Ainsi Ton a 



a, b, 



1 



«2 K ^2 
«3 ^â ^8 



X 



«. P, 





«I 


^ ^. 




I O o 




— 


«2 


^ ^2 


X 


a, p, 






«3 


^ ^3 




o, p. 






«I 


Z»,a,-hc,P, ^i«tr"+-^,P, 


= 


«2 


*aa.H-^.Pi ^«2-^-^2p2 




«3 


^«.-+-^3P. 


^3«3-+-^3P. 


S 



103. Exemples. — Nous donnons ici, comme exercices, 
quelques produits de deux déterminants. 

ABC 



X y I 
x' y I 

af f I 

AdT 

kx' 

Xx" 

1 

o 
o 
o 

I 
o 
o 
o 

I 
I 
I 
I 



X A' B' C 

A" B" C" 
Bj + C k'x 
Yiy' -4- C Èi!x' 
B/'-hC" A'o:" 



B'r -H c a'x -I- bv -f- c* 

By-4rC' A"x' ■+■ B"/ H- C" 

By H- c A"x" -t- By -f- c" 



o o 

1 a a 

c 7 



I 
I 



X 



o 
I 
I 
I 

a" 



o o 

a Cf. 

b p 

c 7 

a' 



X 



O 

I 
I 
I 

o 
I 
I 
I 



I 
o 
o 
o 

I 
o 
o 
o 



o 







a 


a 




b 


P 


^^^ 


c 


7 





o 
I 
I 
I 



a 
ab 
ac 



I 

3 , „a 



a 

ap 



«è-hap 
Ô^-t-P^ 
^c-h Py 






o 


o 




«' 


a' 




U 


P' 


"^^ 


c' 


7' 





P' 



— ia — 10L 

— ib -2p 



Y — 2c 

5^ -aé/ 



X 



a* 
b' 

,2 



C 

cP 



— 27 

O (a-bf 

(a-bY-^[oL^^f o 



a 

7' 

S' 



I 

1 aa* -h aa' W 

I ab'-^up' bb' 

I <7C' -h 07' ÔC' 

a 



a7 

P7 

I 



Pa' cû' 
Pp' cb' 
pY ce' 



7a 

7P' 

77' 



I 

I 
I 
I 



a a 

^ P 
c 7 



(,ï-c)'+(a-7)» (a-^)^-f-(a-^)» 

(è-c)*-f-(p-7)' (ô-^V(p-^)' 

o (c-^)=«H.(7-.^)» 

{c-.£/)»-4.(7-5)» ^ o 
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û 


\ b c d 




I I 


I I 






b — a d c 
c d —a b 


X 


-— I — i 
— I I 


I I 
— I I 






d c b — « 




— I I 


I — I 








^a-i-b-hc-hd 


a — b-+-c-hd 


a-hb — c-hd 


a-hb-^-c—d 




b — a-^d-hc 


— b-^a-^d-hc 


— b^a — d-^c 


— b — a-\-d—c 




c-hd — a-^b 


— c— rf — a-i-b 


— c-^d-ha-hb 


— c-^d—a — b 




d-hc-hb — a 


— d — c-¥-b — a 


— d-hc — b—a 


— d-^c-hb-i-a 




(b-^c-hd'-a) 


(c-hd-ha^b) 


(d-^a-hb — c) 


(a-hb-^c — d) 




(b-hc-hd—a) 


(c-i-d'ha—b) 


— (d-ha-hb—c) 


— (a-^-b-i-c—d) 




(b-hc-^d—a) — 


(c-hd-ha — b) 


(d-ha-^b^c) 


— (a-hb-hc — d) 




[b-hc-\-d—a) — 


(c-{-d-ha — b) 


-^(d-ha-i-i 


b c) 


(a-hb-^c — d) 



(b-hc-i-d--a) (c-^d-^a^b) [d-^a-hb-^c) [a-hb-f-c^-d] 



= — (b-hc-hd^a) {c-hd-ha—b) (d-ha-hb^c) {a-+-b-^c—d) 



Dans ravani-dernier déterminant, on a changé les signes 
des trois dernières ngnoB » ce qui change le signe du déter- 
minant, [td^f^^^^ , 

Le second et le dernier déterminant étant identiques, on 
en conclut que 



— a 


b 


c 


d 


/ (b -f-c-t-rf-— fl) 


b 


— a 


d 


c 


] X(c-t-rf4-a— &) 


c 


d 


— a 


b 




d 


c 


b 


— a 


f >:{a-hb -hc — d) 



i04. Application. — Nous pouvons appliquer la règle de la multipli- 
cation de deux déterminants du second ordre à la démonstration d'un 
théorème d'Ëuler. 
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Dans ridentité (I) da n** 98, posons 



«1 


= -hfl-f- 


^v/= 


^7 


«.= 


-t-a'-f-^V— i, 


^2 


= -hc-4- 


./v/= 


-Il 


«2- 


-hc'H-./y-i, 


^ 


— — c -h 


^v/= 


-I, 


p.- 


c'-4-r/V I, 


^ 


= -h « — 


èv/- 


-I» 


(^2- 


^a'—lj'\/-\\ 



nous aurons, pour les deux facteurs du premier membre, 



a, b^ 
«2 ^ 





a '\- b v/— I 
c -t- d\/'-i 


— c -h rf/ — I 
« — b yJ—\ 


«2 P2 




a'-i-b'^/ i 


a'-^h'yJ-Y 



= a' -)- 6' -t- c' -h ^, 



= a"^6"+c"-+-rf'', 



tandis que le déterminant du second membre aura pour éléments 



a, a, 






a, a. 



",?,= 



6, a. 



6,P,= 



( a 

( « 

(-C 



rfy/— )( 



a 



— c 



a 



— c'-i- 









rfv/:=7)(c'-Hrfv/=î), 

rfv/-T)(a'-6V^), 



ou bien 



a,a, -(-o,a,= 
«I P, + ". P. = 

6, a, -+- 6, a, = 

^P.+^2P2 = 



[aa! 



bU 
bd' 
bd 
bb' 



cc'^dcï) 
ca'-db') 
ca'-db') 
cc'^dd') 



[ab* 
[ad' 
{ad 
[ab' 



ba' 
bc' 
bd 
bci 



cd! 
cb' 
cb' 
cd' 



de') \/-h 
da')yJ—\^ 
da'] v/^, • 
dc')\l^u 



Ce déterminant sera par suite 

A H- B v/^ C -t- D \J'^\ 
— Ch-Dv/^ A — Bv/^ 



= A'-f-B'-+-C»+D% 



où 



k = aà!— bb' -+- ce' —dd', B = ab' -+- ba'-^- cd' -4- de', 
C = ^c' -4- bd'- ca'- db', D = ad'— bc' — cb' -+- da'. 
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Notre identité deviendra ainsi 

(«»H- 6'-+- c»-f- iP) (a'^-h b'^-h c^'H- rf") 

= (aa'^ bb' -f- ce' ~ dcHy-^ (ab' -+- ba'-h cd'-i- dcj 
-f- (flc'-+- W— c«'- rfé^'j^-f- (flrf'— ^c'- c^'-h ^a')S 

ce qui démontre le théorème suivant : 

Le produit de deux sommes de quatre carrés est lui-même la somme 
de quatre carres (*), 

Il reste à remarquer que l'égalité précédente peut s'écrire de plusieurs 
manières ; car on a évidemment le droit de changer le signe de Tune quel- 
conque ou de plusieurs des huit quantités û, è, c, rf; a\ b\ c\ d\ 

Ainsi) en y changeant les signes de b et de d\ elle devient 

= («fl'-h bb'-^ ce' -h ddfy-^ [ab' — bd- cd! ^ dc'y 
-f- (ûc'h- bd'-^ cd—db'Y-h (ad'— bc'-\- cb'—dd)\ 



§ n. — Carré des déterminants. 



105. Dans la formule (I) du n" 98 posons 
(i) a, = «„ p, = 6,, a,= «j, Pa—^j; 

nous trouvons ainsi le carré du déterminant du second degré 



ai b% 



a\ -*- a\ «1 hx H- «2 62 

«loi -+-«2^» ^î-^-^a 



ou 



Ce résultat, qu'on peut écrire 

[a\ + «5) (6; -f- h\) = {a,b,— (hb,Y'h{a,b, •+- a,b,Y, 

prouve que: 

Le produit de deux sommes de deux carrés est lui-même la 
somme de deux carrés. 



(*) Voir les Propositions relatives à la théorie des nombres, par M. E. Cata- 
lan (Nouvelles Annales de Mathématiques, 2« série, i874i *• XIII, p. 522). 
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106. Si nous introduisons nos mêmes hypothèses dans les formules (III) 
du n** 101, nous verrons que le carré du déterminant du second ordre 
peut se mettre sous les trois formes suivantes : 



«. 


K 


3 


a\-^b\ 


a^a^-^bX 


«a 


b. 




a.a^^bX 


a\^b\ 




« 


= 


a\-^a^b^ 
a,b,-hb,b. 


a^a^^a^b^ 
a.b.'^bl 








aX^a^b^ 


a,b^-ha,b^ 
b]-^b\ 



107. Le carré du déterminant du troisième ordre s'obtient de même 
par la formule (II) du n** 99, en y posant 

«3=^3» ^3=^3» 73=^3- 

Il vient, par suite, 



^1 


^. 


^. 


2 


a]-h b]-^c\ 


a,a^^bX-^c^c^ 


a.a^-^b.b^-^c^c^ 


^2 


^ 


^2 


= 


a,a^'-h b,b^-\- c^c^ 


aX-^bX-k-cX 


a^a.-i' b^b,-i- c^c^ 


«a 


à. 


^3 




^i^z-^ b.b^-^ c,c^ 


«3«3-^-^^-^-<^3^3 


al-^bl-hcl 



Nous voyons, par ces résultats, que le carré d*un déterminant est un 
déterminant symétrique. 



§ III. — Les déterminants multiples. 

108. Lorsque, dans un déterminant, tous les éléments de la première 
ligne ou de la première colonne sont égaux à l'unité, on peut en sim- 
plifier la notation par la suppression de cette ligne ou de cette colonne et 
par le dédoublement de chacune des deux barres qui comprennent le 
déterminant. 

Ainsi les deux notations 



(I) 



III 
a^ b, Cj 

«3 ^ ^J 



«I ^ ^i 

«2 ^ ^3 
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représentent chacune la somme des trois déterminants 
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^ 


', 




^1 


^1 




". 


^ 


b. 


<•. 


> 


^2 


«> 


» 


«. 


A. 



Ces trois déterminants sont liés entre eux par les deux relations 



«. 


*. 


^1 


-H^ 


^. 


^I 


-+-^1 


«I 


^ 


*, 


^7 


^2 


û. 


«a 


^ 




*, 


^, 


+ ^ 


^1 


^1 




«1 


^ 


", 


1 


1 


1 


+ ^. 


1 


^ 


^a 


^2 


^2 


«a 


*, 



= o, 



= o, 



qui reviennent aux égalités évidentes 






1 



«2 ^7 ^7 



= o, 



«2 ^7 ^7 



1 



«1 ^1 



«2 ^2 ^2 



= 0. 



109. De môme les quatre déterminants 
compris dans la notation 



(D) 



sont liés entre eux par quatre relations^ dont la première, par exemple, 



«. 


6. 


c, 


«^t 


«. 


^ 


f, 


d. 


«« 


*, 


<^3 


d. 



exprime qu on a 



a, b, c, d, 
d. 



a 



t 



I 



'I 



1 



«2 ^ ^2 ^2 
«3 ^3 «^3 ^3 



= o, 



ce qui est évident. 

iiO. Définition. — De pareils déterminants peuvent se désigner par 
la dénomination de déterminants multiples. 

Une notation, analogue à (I) et (II), peut être employée pour repré- 
senter « H- 1 déterminants du «**"• ordre, dont chacun ne diffère de tous 
les autres que par une ligne ou par une colonne. 



8o LIVRE I. — CHAPITRE III. 

m. La règle donnée au n*" 98 pour la multiplication des déterminants 
ordinaires peut aussi s'appliquer au produit des déterminants mul- 
tiples. 

Ainsi la somme des trois produits de déterminants que Ton peut for* 
mer, en multipliant chacun des déterminants de la série 



«I ^1 ^1 
a^ ^ c^ 



par le déterminant correspondant de la série 



«1 Pi 7, 

«2 P2 72 



c'est-à-dire la somme 



*. 


c 


• 


P. 7. 


H- 


^t «. 


• 


7. «I 


-f- 


«1 ^i 


• 


«. p. 


*, 


^2 




P2 72 




C, a^ 




72 «2 




«2 ^ 




«, p. 



est égale au déterminant 

«,a, H- ^, P, -h ^,7, âr^a, H- ^^p, H- 0,7, 

^P2-l-^l72 ^2«2^^2p2-+-^2 72 



«1*2 



En effet, considérons le déterminant du cinquième ordre 



(i) 



A = — 



^. 


^2 


. 1 








^. 


^ 





1 





^. 


^2 








— I 








«t 


P. 


7i 








«2 


P, 


72 



nous pouvons le décomposer en produits de deux déterminants, dont 
l'un est du second et l'autre du troisième ordre. Nous trouvons ainsi que 



A= — 



b, b. 



o o — I 

«I Pi 7i 
«2 P2 72 











—I 















^I 


«^2 




«. P. 






^. 


^ 




-h 








7i 








• 




^t 


^2 




«2 P2 


72 




^1 


^2 





— I o 

«1 Pt V, 

«2 P: 72 



Si nous ordonnons les déterminants du troisième ordre suivant les 
éléments de la première ligne, nous verrons que 



A = 



b, b. 




«1 Pi 
«, P, 


H- 


«. «2 


• 


«1 7. 

«2 72 


-f- 


6. 6, 


• 


P, 7, 
P, 7. 
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Changeant les lignes en colonnes dans les premiers facteurs, on a enfin 



"l 


l\ 


• 


«. P. 


/■/ C 


1 «. 7, 

• 1 


H- 


*. 


c, 


• 


P. 7, 


", 


h. 




«2 Pi 


' /7 r 


1 *> 7» 




*, 


<■. 




P, 7, 



(2) A = 



Nous pouvons obtenir une autre forme par Texpression de A. Dans le 
déterminant (i), aux deux premières colonnes, ajoutons les sommes des 
trois dernières colonnes multipliées, d'abord par a^^ 6,, c,, ensuite par 
fl„ ^2, f j ; nous trouvons que 



A=r _ 



ou 





o o 




-T-1 


o 


o 




o o 


o 


— I 


o 


— 


o o 


o 


o 


— 1 




«1 «. -+- ^. p. -t- ^. V. ^, «. -^ ^ p. -^ ^a7, 


«. 


p. 


7i 




^•S -^ ^Pa -f- ^i7. '^a», -+- ^jPa -^ ^,7, 


«^1 


p. 


7» 


c 
c 


'i^a -^ ^1 P2 ■+- ^. 73 «a«, -+- ^2pa -^ <^l72 




— I 
o 
o 


o 

— I 

o 


o 

o 

— I 



A = 



Or le second facteur est égal à — i ; donc A est égal au premier facteur 
changé de signe. 
On voit ainsi que la somme des trois produits (2) ou 

(^1^— ^^a)(aip2 — PiS) 



est égale à la différence des deux produits 

( ^, a, -t- b, p, H- c,7, ) ( a,a, H- b^ p, + ^,7» ) 

La règle précédente nous conduit immédiatement à une formule que 
Lagrange a donnée dans son écrit Sur les pyramides (1). 

Supposons que le second déterminant multiple soit identique avec le 
premier. En posant 



a. 



^ii Pt = ^» 7,=^, 



19 



**a "2> t 2 *^2» / 



2 -=^2 



dans l'égalité précédente, on obtient de suite la formule de Lagrange 

(b, c, - c, b^Y -^ [c, a, - a, c,)' -h [a^ b^ - b, a^)' 

= [a]-^b]-i-c]){al^bl-^cl)-{a,a,-^b,b,^c,c,)\ 
D08TOR. — Déterm, ^ 
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Cette formule fournit l'expression du sinus de l'angle des deux droites 



X X ^ ^ X _ ^ 



a 



1 



1 



sachant que le cosinus de l'angle de ces droites est 



«.^2 



bA 



c^c^ 



pour des axes de coordonnées rectangulaires. 



§ IV. — Dérivée d'un déterminant. 

H2. Théorème. — Lorsque les éléments d'un déterminant du 
j^Cme Qf.^f.g gf)fji figg fonctions d'une même variable x, la dérivée du 
déterminant^ par rapport à cette variable^ est égale à la somme de n dé- 
terminants que l'on obtient, en remplaçant les éléments de chaque colonne 
par les dérivées respectives de ces éléments^ ou encore en remplaçant les 
éléments de chaque ligne par les de'rivées de ces mêmes éléments, 

s 

Considérons le déterminant du troisième ordre 



A = 



a\ b\ C\ 
a^ bf Cl 
az bi Cs 



Si nous -l'ordonnons par rapport aux éléments de la première colonne, 
nous obtiendrons 





h 


Ci 




bi 


Cl 




bi 


^1 


f>i 


w 




— «2 


f 




-f-ÛTs 


M 






bz 


Ca 




bn 


cz 




b2 


Ci 



La dérivée par rapport aux éléments a sera 



ù' = 



•a 



OU 



i. 


Ci 


t 


bx 


C\ 


/ 


b. 


Cl 


bi 


e» 


— f'i 


bz 


^8 


+ «3 


bt 


Ci 



A' = 



a. 



a. 



bi Cl 
bt Ct 



Cl 



PRODUIT DE DEUX DÉTERMINANTS. 

Les dérivées par rapport aux éléments ^ et c seront de môme 
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^'^ = 



Puisque l'on a la dérivée totale 



«1 


b\ 


Ci 






«1 


bx 


c\ 


^2 


b'. 


^2 


> 


l^'c = 


«î 


b^ 


-; 


û^3 


^'3 


cz 






«3 


b^ 


4 



A'=Ai + Aj, + A'„ 



il viendra 


















«; ^1 


Cl 




^1 ^; 


Ci 




ai b. 


A' = 


^; ^2 


^2 


H- 


«2 ^; 


C2 


-+- 


«2 ^2 




«i ^3 


^3 




az b'. 


cs 




«8 ^3 



8 



ce qui est conforme à Ténoncé. 



LIVRE IL 

APPLICATION DES DÉTERMINANTS A L'ALGÈBRE 

ET A LA TRIGONOMÉTRIE. 



CHAPITRE PREMIER. 

RÉSOLUTION D'ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES EXPRIMÉES 

EN DÉTERMINANTS. 



113. Lorsque le premier membre d'une équation algé- 
brique se trouve mis sous la forme d'un déterminant, le 
développement de ce déterminant peut mettre en évidence 
une ou plusieurs racines de cette équation. Ces. racines elles- 
mêmes peuvent s'obtenir souvent sous forme de détermi- 
nants. 



Ainsi, dans l'équation 

axX 



di 6, 
di b. 



d. 



Cx 
Cl 
&3 Cs 



= o, 



le premier membre se décompose dans les deux détermi- 
nants (56) 

a\X b\ Ci 



a^x hi 
a^x 63 






+ 



J| hx Ci 

di 62 Ci 
d% &s ^3 



dont le premier est égal à (28) 



X 



«3 bi 



Ct 
Ci 
Cz 
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cette équation revient donc à 

rf, 61 Cl 

di hi Ci 

rfa ^» ^s 



a:= — 



a, bt Cl 
ttt h 2 Ci 
a, 63 ^3 



On verrait de même que l'équation 

Cz-hD A B 



a z^ p — I o 

r 

b z -\- q o — I 



= 



donne 



__ A/^ + B^H-D 



Zz=z 



A« + B6-}-G 



114. Le premier membre de l'équation 



a: — X 



ab — .îFCOS^ 



ah — xcosQ b' — x 



= 



se décompose dans les quatre déterminants (56) 



a^ ab 
ab b' 



— X ab 
^cos0 6' 



a' — ^cos0 
ab — X 



— X 

^COS0 



^COS0 
— X 



dont le premier est nul (30), dont les deux autres admettent 
les facteurs — bx et — ax, et dont le dernier est divisible 
par x^; notre équation revient par conséquent à la sui- 
vante : 



/ " 




i 


a 




>s 


- bx 






— ax 


^ 




COS0 


b 





a 


COS0 


-f- ^' 


I 


COS0 


b 


I 




ros Q 


I 



= 0i 



qui peut s écrire 

— bx [b — acos0) — ax (a — 6c0sô)-i-:c*sin='ô = o 



ou encore 



X ( X sin' B — a^ — 6' -f- 2 a6 cos ^ ) = o. 



RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES. 

et donne pour x les deux valeurs 
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X^ r= o, x" =^ 



à} -f-6' — 2a6cos9 



sin^^ 



115, Pour résoudre réqualion 



X a o c 

a X o o 

b o X o 

c o o X 



= 0, 



où l'inconnue x occupe la diagonale, nous diviserons d'abord 
les trois dernières colonnes par x et nous multiplierons par j? 
la première ligne; le délermianni aura été divisé par x^, de 
sorte que l'équation deviendra 



x^ a b 



X' 



a i o o 
6010 
c? o o I 



:=0. 



Divisant ensuite les trois dernières colonnes respective- 
ment par a, b, c, puis multipliant les trois dernières lignes 
par les mêmes quantités, on obtient 





x'' l 


I 


I 




X' 


a} I 
6' 




I 






— 0; 




c^ 





I 




et, en développant. 






x^ [x^ — a' — 


-6' 


— c')=:o; 


d'où il vient 









af^= o, x^z=z =b ^a^ -\-b^-\- c^. 

Si a, b, c sont les trois arêtes contiguës d'un parallélipl- 
pède rectangle, x sera la diagonale de ce parallélipipède. 

6. 
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116. L'équation 



X a o o 
X o b o 
X o o c 



= 



se résout immédiatement en développant le premier membre 
suivant les éléments de la première colonne; elle devient 
ainsi 



a 













b 





— ^ 








c 





lit 
060 
o o c 



X 



I 


i 


I 




a 





Q 


— X 








C 





III 
a o o 
o b o 



= 0, 



et se réduit à 



d'où Ton tire 



abc — x{bc-hca-hab)=o; 
1 II I 

- = - -f- 7 H 

X a c 

Si a, b, c sont les rayons des trois cercles exinscrils à 
un triangle donné, x sera le rayon du cercle inscrit dans ce 
triangle. 

117. Dans le premier membre de Téquaiion 

X a a a 



a X a a 



a a X a 



a a a X 



<\ 



tous les éléments sont égaux entre eux, à Texception de ceux 
de la diagonale, qui sont égaux à l'inconnue. 

On retranchera la première ligne de chacune des trois sui- 
vantes, ce qui donne 



X 


a 


a 


a 


a — X 


X — a 








a — X 





x — a 





a — x 








x — a 



= 0, 
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OU, en divisant les trois dernières lignes par x — a^ 
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[x — «)• 



X a . a a 



— I o 



— 1 o o 



o 



o 



= 0, 



= 0, 



Mais il est facile de voir que ce déterminant est égal àoj-H 3a; 
par conséquent, notre équation revient à 

[x — a)* (^-+-3a)=o; 

donc trois racines sont égales à a et la quatrième est — 3a. 

118. Dans le déterminant de réquatîon 

X a h c 

a X € b 

b c X a 

c b a X 

à la première colonne ajoutons les trois suivantes; celte 
équation devient 

a7-4-a-h6 + c abc 

a H-jr-f- c -^b X c b 

b -+- c-^x-\-a c X a 

c -4- 6 -h a -f- a; b a X 

dont le premier membre est divisible par x-ha-^b-^c. 

Si Ton avait ajoulé les quatre colonnes multipliées respec- 
tivement par I, I, -- I et ~ i, on aurait trouvé que le déter- 
minant est aussi divisible par x-{-a — b ~c. On verrait de 
même qu'il est encore divisible par x-i-b — c — a et pnr 
X -^ c — a — 6. 

Par conséquent, le premier membre de notre équation est 
divisible par le produit 

(x-i-a-\- b-^c)[x-hb — c — a) [x-hc — a — b){x-ha — b — c]. 
Or le premier terme de ce produit est x*, de même que celui 



= 0, 
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de notre déterminant; donc l'équation donnée revient à 

[se -h a-h b -{- c) [x -^ b — c — a) [x-^c — a — b) (x-^a — b — c) 

et admet les quatre racines 

Xi=^b-\-c — a, Xi=:c-\-a — 6, 
X3=:a-{- b — c, Xt=: — a — b — c* 

m 

* 149. Le premier membre de l'équation 

a X X X \ 
X b X X \ 

\ X X c X \ 

• i / ' 

\ X X X a \ 

a tous ses éléments égaux à l'inconnue, à l'exception de ceux de la diago- 
nale. 

Retranchons la première ligne de chacune des trois suivantes :.il nous 
vient 



à 


X 


X 


. X 




X — a 


b~x 





o 


= 0; 


X •— a 


o 


c — X 


o 




X — a 


o 


o 


d — X 





et, en développant suivant les éléments de la première colonne, 



(I 



b — X o o î 

o c — X o i 
o o d — X \ 

XXX 

b — X o o 
o o d — X 



X 



X 



[x — a) 



-^[x —a) 



— [x — a) 



X 

o c — X o 

o o d-r X 

JC X X 

b — X o o 
o c — X o 



= o: 



on en tire immédiatement 

a [b —x) [c. — x] (d — ./•) — ./'(,/• .— fi) {c — x) {d— x) 
— x(x — a) (b — x) {d — x) —./•(./; — a) (b — x) [c — x) = o, 

puis, en ajoutant et retranchant x(x — b) (x — c) (x — d), 

{x — ^j) (x — b) (x — c) 
-}- (x — b) {x — c) (x — d) 
-h(x — c) (x — d) (x — a) 
-h ( J7 — r/) (x — a) (x — b) _ 



(x — a) (x — b)(x — c)(x — d) —x 



= 0. 



RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES. 
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Posons 



(x — a) [a: — à) (a: — c) (x — d) =:cp(j:), 



le facteur entre crochets sera égal à cp'(^) et notre équation deviendra 



<f(x) — X(f'(x) = 0, 



ou encore 



= o. 



3 jr* — ^(a-hb-^c -hd)a^-h (ab-h ac -h ad -+- bc ■+- bd-^cd)x^— abcd — o. 
* 120. Proposons-nous encore de résoudre l'équation 

«^ b^ à 

[a-hxY [b-hxY [c -h xY 
['la -\- xY (ib -h xY (ic -h xY 

Des deux dernières lignes retranchons la première multipliée respecti- 
vement par I et 8; nous obtenons, en divisant chaque fois par x, 

«^ b^ à \ 

x^\ 3«'-i- 3ûdr H-o:* ^b^-\- Zbx -\- x^ 3c'-h 3ca: -h .r* =0; 
Yià*-h Çtax -h x^ lib^ -^Çtbx -^ x^ lac^H- 6cj7 h- jt' ; 

retranchons maintenant la seconde de la troisième et divisons par 3 la 
ligne résultante; il nous vient 



Zx" 



a" 



f./ 



Sa'^-i- 3ax -h X* 3b^-h3bx-hx^ Sr^H- 3c.r -4- ^' 



3 a' 



ax 



Zb' 



^x 



3c^-f- ex 



= o; 



enfin retranchons la dernière ligne de la deuxième, puis divisons par x; 

nous trouvons 

cà b' c' 

3x^ 2fl-t-X lb-i~X 1C -\- X =0. 

Za^-^ax 3b^-i- ùx 3c^-h ex 1 



Cette équation peut encore se simplifier. Retranchons la première co- 
lonne de chacune des deux suivantes et divisons par b — a et e — a ; 

nous obtenons 

«* a^-hffb-hb^ a^-hae-he^ ! 

ia -^ X 2, '1 

3a^-{-ax 3a -f- 3^4-07 3a -h 3e -h x 



3x^[b — a) (c — a) 



= 0; 



retranchons la seconde colonne de la troisième et divisons par c — b\ 
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Bf, ETC. 


nous avons 










a' 


a^^ah-^r-h' 


«-H6-4-C 


3x'(6 a){c a)(c b) 


ia ->r X 


2 


O 




Za^-^-ax 


3«H-36-l-a7 


3 



= o. 



Gela fait, à la première colonne ajoutons à la fois la seconde multipliée 
par — a et la troisième multipliée para^; puis de la seconde retranchons 
la troisième multipliée par a-^ b\ nous trouvons Téquation 



Za?[b--d)[c — d)\^c — h) 



qui revient à 



abc — \})c -hca-+- ab) a-\- b -{- c 
XI o 

o X 3 



= o. 



^a^(b — a){c — a)[C'-b]\{a-\-b'¥-c)x--\-Z[bc-\-ca-\-ab)x-\-^abc]z=o, 

Les trois premières racines sont nulles et les deux dernières sont 
fournies par T^quation du second degré 

(a-h b -i-c)x^-^ Z[bc-^ca -+-ab)x-h 6abc = o. 



•««»• 
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CHAPITRE IL 

RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES. 



§ 1. Résolution des équations linéaires non homogènes. — § II. Résolution 
des équations linéaires homogènes. — § III. Résolution d'équations linéaires 
en nombre différent de celui des inconnues. 



§ I. — Résolution des équations linéaires non homogènes. 

121, Proposons-nous de résoudre le système des trois 
équations du premier degré à trois inconnues 

(i) < atx -h b^y^-^- CiZ=:/f2, 

( a^x •+■ 63/ -i- CzZ:^ /r,. 

Appelons A le déterminant du système des premiers mem- 
bres de ces équations, c'est-à-dire posons 

I ^1 ^1 Cl 

(2) A= «2 bi Ci 

ai 69 C3 

Afin d'obtenir la valeur de l'inconnue x qui satisfait au 
système (i), multiplions ces trois équations respectivement 
par les déterminants mineurs (fcjCa), —(6,^3), +(6,6*3), pris 
alternativement avec le signe -h et le signe —, qui corres- 
pondent aux éléments ai, a,, a^ de la première colonne du 
déterminant A, et ajoutons; nous obtenons Téquation 

,.. . +r[6i(6aC3) — b2[b,ci) -f- 63(6,^,)] 

• ^[^.(ÔjCa) — C,(6,6'3) -+- Cz[b,Ci)'\ 



. = /Ciib^C^] — /rat^.Ca) H- ^'3(^1 C^j]. 
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Or nous savons que (42 et kl) 

bi (63C3) — 62(6,03) -\- 63(61 C?a) 

Cl (62^3) — c,(6,c*3) -4-03(61^2) 
d'ailleurs il est évident que 



A, 

o, 
o; 



^1(6,03) — Ar2(6iC8) -f- A",(6,e2) = (/fi62e8); 
par conséquent notre équation (3) se réduit à 



Aa: ou (ai6jc?3) X^ = (^•162^3) 



et donne 



(I) 



a;=z 



[ h\b^Ci) __ 
[a, biCi) 



k, 


b, 


.C' 


k. 


b. 


Cj 


A-3 


fta 


c. 


a. 


b. 


c, 


Ut 


b. 


c. 


a. 


b. 


c. 



Pour avoir la valeur de j, il sufOraii de multiplier les trois 
équations (i) respectivement par les déterminants mineurs 
{aiCs)f — («1C3), -hia^Ci) des éléments 6„ 6„ 63 de la se- 
conde colonne de A, et d'ajouter. On aurait la valeur de z en 
multipliant (i) par les déterminants mineurs («263), — («163), 

(ai 63) et en ajoutant. On trouverait ainsi que 






a, h'i Cl 

Cf>i h 2 t?2 

; «3 ffz Ci 

Ux 6, c, 

ai 62 C3 

a, 63 c. 



Z=: 



[axbjfi] 

{axb.c^) 



' a, 6, /r, 

«a 62 /l'i 

as 63 Af, 



a, 


6, c, 


a. 


62 C2 


a3 


6s C3 



On étendrait facilement cette méthode à un nombre quel- 
conque d'équations linéaire^ non homogènes à autant d'in- 
connues. 
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L'inspection des valeurs (I) et (II) nous fournit l'énoncé 
suivant : 

Règle. — Étant données n équations non homogènes du 
premier degré à n inconnues, dont les seconds membres sont 
des quantités connues, la valeur de chaque inconnue est égale 
à une fraction ayant pour dénominateur le déterminant des 
inconnues et pour numérateur la valeur que prend ce déter- 
minant, lorsqu'on y remplace les coefficients de l'inconnue 
par les termes connus. 

Celle solution a été indiquée pour la première fois par 
Leibnitz (Lettre à L'Hospital du 28 avril i63g), puis décou- 
verte de nouveau par Cramer [Analyse des courbes algé" 
briques, i']5o; Appendice, p. 658). 



122« Exemple!. 



5j? 
8x 



On a 



3y 4- 3z = ^8, 
6y — 3z = i8f 

3j^-f- 22 r= 21. 



A=: (a, 6203) = 



(/jTiftîCa) 



(atffid) = 



(a,6,A-,)z= 



5 
2 
8 

48 
18 
21 

5 
2 
8 

5 
2 

8 



3 

6 

—3 

3 

6 
—3 

48 
18 
21 

3 

6 

-3 



—3 
2 

3 

-3 

2 

3 

—3 
2 

48 
18 
21 



= — 23l 



=—693, 



= — ii55, 



= — 1386; 



de sorte que 

-693 



x 



— 23l 



= 3, y=^ 



~it55 

— 23l 



-5, 



i386 

— 23 1 
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123. Exemple II. 

3ar 

On trouve ici 
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3z = I, 

2 2=8, 

77—2. 



A = (a,6jC3) = 



3 



{ût hi 63) = 



5 — 
o 
3 
5 



4 
o 

7 
I 

8 
1 



—3 

—2 =23, (/r, 6,Cs) 
o 

—3 I . 

—2 =92, (aifta/rj) 



I 


4 


3 


8 





— 2 


2 


V 








4 


I 


3 





8 


5 


—7 


2 



= i38, 



= ii5; 



de sorte que 



X 



i38 

23 



^' «^^S^^' ^ 



ii5 ^ 

23 



124. D*après la règle du n*> 121, le système des quatre 
équations 

a^x H- 637+ CsZ -I- ûfsM = A*,, 
«4^4- 647+^4-2-4- diU:=k^y 



(3) 



fournit pour les quatre inconnues les valeurs 



(a, ô,C3 ^4) 



125. Exemple III. — Pour le système des quatre équations 

y-^z-\-u = ay 

Z-i- U-^X:=b, 
U-i-X-^ y=:Cf 

x-i-jr-hz:=d, 



on a, en désignant par D le dénominateur commun et 
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par Nx, N^, N„ N» les numérateurs respectifs des valeurs des 



inconnues. 



D = 



o 
I 
I 
I 



I 
o 
I 
l 



I 
I 
o 
I 



I 
I 
I 

o 



= 3, 



Nx-^ 



util 
b o i i 
c i o i 
d i i o 

o i a i 



= 3a — b — c — û?, Ny = 



N,= 



— I 



I 



o b 



liai 
i i d o 



= 2C — d — a — b, Nb = 



a I i 
i b i i 

1 c o I 
i d i o 

I I a 

1 o I 6 
I I o c 
1 i i d 



= 2& — c — d 



a. 



r=2rf — G — b — c; 



de sorte quo 



x = 



h-^-cA-d — ia 



, y=z 



c-hd-i-a — 9.b 



z = 3 , «= 3 



126. Considérons en général un système de n équations non homo- 
gènes du premier degré à autant d'inconnues 



(4) 



a^x -h b^y-\- c^z -h , , , -i- l^u — k^ 
a^x-h b^y-\- c^z-i- , , ,-h- l^u = Â-^ 



ou S, = o, 
ou Sj = o, 
ou 83 = 0, 



«'«^ H- ^«jr H- c„aH-... + /„« = /•„ ou S„=o, 



\ 



cl soit À le déterminant des premiers membres de ces équations, que 
nous supposerons différent de zéro. 

Pour avoir la valeur de x, multiplions ces équations, à partir de la 
première, par les déterminants mineurs A^ , A^ , A^ , . . . , A^ , respective- 
ment pris avec le signe 4- et — i , qui correspondent aux coeffi- 
cients ^., cfa, «3, . . . » ^« de l'inconnue x. Si nous faisons la somme des 
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prodaits, il nous viendra l'équation 

Le coefficient de l'inconnue x est égal au déterminant A (42) ; les coel* 
ficients de toutes les autres inconnues sont nuls, puisqu'ils s'obtiennent 
en remplaçant dans A la première colonne successivement par chacune 
des autres colonnes (47). Le terme connu est ce que devient A, lorsqu'on 
y remplace les a par les h qui représentent les termes connus ^ans 
le système (4)- On a donc, en faisant usage de la notation abrégée 
(17 to), 

^ ^ (a^b,c^.,JJ -^ («,^2^3... /J («,^2^3---0 K^2^3---0 

Toutes ces fractions ont même dénominateur A; le numérateur de 
chaque fraction est le déterminant que Ton obtient, en remplaçant 
dans A les coefficients de l'inconnue correspondante par les termes 
connus. Cette composition est bien conforme à la règle du n° 121. 

127. Les valeurs (lY) des inconnues satisfont toujours au système (4) 
des équations proposées. 

En effet, pour avoir les inconnues, nous avons formé les équations 

S.A,^-SA,-^S3A,^-...-(-0"-'SA„ = o, 

S.A,,-S,A,^-+-S3A,^-...-(-i)«-'S„A,^^ = o, 
S,A,^-S,A,^-hS3A,^-...-(-i)-'S„A,^ = o, 



S.^-S,A,^-hS3A,^-...-(-i)"-'S„A,^ = o. 

D'abord il est évident que toutes les valeurs des inconnues, qui véri- 
fient le système (4), satisfont à ce dernier système (5). 

Je dis que réciproquement toutes les valeurs des inconnues, qui satis- 
font à ce dernier système (5), vérifient le système donné (4). - 

En effet, multiplions les équations (5) respectivement par ^^ — b^^ 
*H c^, ..., [ — ^f^hy et ajoutons verticalement; dans le résultat les 
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coefficients de S„ S3, . . ., S, s'annulent (47), et il reste 

ou 

AS, = 9; 

et, comme A est différent de zéro, il s'ensuit qu'on a S, = o. 

On verrait de même que les valeurs des inconnues qui satisfont au sys- 
tème (5) annulent aussi les polynômes S,, S3,..., S„; par suite,les valeursfour- 
nies par le système (5) ou par son équivalent (IV) vérifient les équations (4)- 

Donc les valeurs (IV) satisfont au système donné (4). 

128. Nous avons supposé jusqu'ici que le déterminant A des coefEcients 
des inconnues n'est pas nul. 

Voyons maintenant ce qui arrive lorsque le déterminant A se réduit à 
zéro. Dans ce cas, généralement, les n^ déterminants mineurs de A ne sont 
pas tous nuls. 

Admettons que le déterminant mineur A^., par exemple, soit différent 
de zéro. 

Soit ^ l'inconnue qui, dans les équations (4), est affectée des coeffi- 
cients e. Dans le système (5) se trouve l'équation 

(6) S.A,^-S,A,^+...-f-(-i)*-'S,A,^ -+-... -^(-i)«-'SA„ = o, 

où le coefficient À^ de S^ n'est pas nul ; par conséquent cette équation 
peut remplacer l'équation S^ = o dans le système (4). 

Si dans cette équation (6) nous ordonnons par rapport aux inconnues 
jr, j, . . . , elle deviendra 

-^- Ç (^. A,, - ^, A^^-h ...) H- ... -i- M (/, A,^ — /, A^^ -+- ...) 
= /-.A-/-,A -*-... -^(-ir'>5,A ; 

I 2 II 

mais les coefficients des inconnues, autres queÇ, s'annulent (47) et celui 
de S est égal à A; par conséquent notre équation(6) se réduit à 

(7) AÇ = /-.A,^->î-A,H-...^-(-i)"'*>5-A„- 

Or nous avons supposé que A =: o ; par conséquent, si le second membre 

(8) /-A^^-X^A,^ -+-... H-(.-i)-/v.A.„ 

de (7) est différent de zéro, celte équation est impossible. Donc dans ce 
cas le système proposé (4) est impossible. 
Si au contraire le second membre (8 ) s'annule, l'équation (7 ) se changera 
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en une identité ; par suite Téquation S^ = o du système (4), qu'elle rem- 
place, est une conséquence de toutes les autres équations ou d'une partie 
d'entre elles; donc le système (4) se réduit à un système de/i — i équations 

(o) S, =o, Sj = o, ..., S._, =o, S^^, =0, ..., S„ = o. 

à n inconnues. 

Dans le système réduit (9) faisons passer dans le second membre les 
termes^.Ç, e,Ç, ...,ei_, ?,<?,+, 5, ...,<?„?> qui contiennentrinconnueÇ.Si 
nous traitons Ç comme une quantité connue, nous aurons un système 
de /i — I équations à /i — i inconnues, dans lequel le déterminant A' des 
inconnues est précisément A^ . En effet, dans A' n'existe aucun des élé- 
ments e qui servent de coefficients à Ç ; de plus il ne s'y trouve aucun des 
coefficients a^^ b^, . . . , /^ de l'équation S,. = qui a été supprimée; par 
conséquent A' peut se déduire de A en y supprimant la ligne et la colonne 
qui contiennent l'élément e^; donc on a A' = A^ . 

Puisque A^ est supposé différent de zéro, il s'ensuit que le système des 
équations (9) admet, pour les inconnues a:, j, z, . . . , une solution et une 
seule. 

Ces valeurs de a:, j, z, . . . , étant exprimées en fonctions de Ç, le sys- 
tème des équations (4) est nécessairement indéterminé; car à chaque 
valeur aibitraire donnée à Ç correspond un système de valeurs pour 

•^j J^ î ^» • • • • 

Donc, lorsque le déterminant A est égal à zéro et que Vun au 

moins \ des déterminants mineurs est différent de zéro, le système des 

équations (4) est impossible ou indéterminé, suivant que le polynôme 

k,^^ — /'A, -t- . . . -t- ■ — !)"-'>?• A, 
est ou non différent de zéro. 

129. Si les n^ déterminants mineurs du premier ordre étaient tous 

nuls dans A, l'un au moins des — ^^ — 7—^ déterminants mineurs du second 

1.4 

ordre sera en général différent de zéro. 

Dans ce cas on verrait, d'une manière analogue, que le système (4) 
est ou impossible ou indéterminé, et que, s'il est indéterminé, il se réduit 
à /î — 2 équations à n inconnues. 

En général, si tous les déterminants mineurs de A, jusqu'à l'ordre /i—^ 
inclusivement, étaient nuls, le système (4) se réduirait, dans le cas de 
l'indétermination, à /z — p équations à n inconnues. 

130. Résolution d'un système de n équations linéaires à 
n inconnues, dont une seule n'est pas homogène. — Suppo- 
sons que dans les équations (1) du n^ 121 les seconds membres 
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soient nuls, à Texception d'un seul, kx par exemple. Le nu- 
mérateur de la valeur (I) de ;r se réduira à 



o 

G 



6. 


Cl 




b. 


Ci 


b. 


c. 


-h, 


w 




6, 


Ci 




h 


c, 



= A-,A 



«. 9 



et il viendra 



(V) 



On verrait de même, au moyen des valeurs (II), quo 

A .7 = — /r, A*., A . z = A-, Xr 
On en tire 



X 



-\ 



L'inspection de ces valeurs nous fournit renoncé suivant : 

LorsquCi dans un système de n équations linéaires à n in- 
connueSj les seconds membres de n — i de ces équations sont 
nuls, les valeurs des inconnues sont proportionnelles aux mul- 
tiplicateurSydans A, des coefficients qui affectent les inconnues 
dans Véquation non homogène. 

La résolution des équations proposées se trouve ainsi ra- 
menée à celle des équations (V). 



§ II. — Résolution des équations linéaires homogènes. 

131. Condition pour que n équations homogènes du pre- 
mier degré à n inconnues soient compatibles. — Les équa- 
tions (i) du n° 121 seront homogènes, si Ton a en même 
temps 

fl| ^^ if 2 ^^ n s ^=^ O. 

Si ces conditions sont remplies, le système (i) du n° 121 se 
réduira au suivant? 

IaiûP -h 6i j -h Cl z = o, 
UsX -h h%y -♦- CiZ = o, 
azX -h &s/ -f- CzZ = o. 



Vv 
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Les égalités (V) du n° 130 subsistent quel que soit /fi; elles 

auront donc encore lieu si k^ = o, ce qui exige que Ton ail 

A = o ou bien 

ay bx c, 

bi Ca 

bs 



(I) 



A=: 



«s 



C» 



==o. 



Donc, pour que n équations homogènes du premier degré 
à n inconnues soient compatibles, il faut et il suffit que le dé- 
terminant des inconnues soit nul. 

Si ce déterminant A était différent de zéro, il faudrait que 
Ton eût à la fois û^=f = z = o. 

Nous voyons en même temps, par les égalités (V) du n** 130, 
que : 

Les valeurs des inconnues sont proportionnelles aux multi- 
plicateurs, dans A, des coefficients qui affectent les inconnues 
dans l'une quelconque des équations proposées. 

132. La condition (Ij peut d'ailleurs se déterminer direc- 
tement de la manière suivante : 

Multiplions la première des équations (i) par le détermi- 
nant mineur (62^3), la seconde par — (6, c,) et la troisième 
par [biCi) et ajoutons; nous formons ainsi Téquation 



[6,(6jc?8) — 62(^1^3) 
[ci (62C3) — C2 [biC^) 



«3(61^2)]^ 
bi(biCi)] y 
Ci (6,Cj)]z = o, 



.9JL 



qui peut s écrire 

at 61 Cl 
at bi Ci X 

«8 63 Cs 



61 
6. 



bi Cl 

62 Ci 



Cl 
Ci 

Ci 



bi c, 

62 

63 



Ci 
Cz 



Z z=zo. 



h Cj 

Les coefficients de x ei z, étant des déterminants à deux 
colonnes identiques, sont nuls (26); il reste donc Tégalité 

«I 61 c, 
a-t bi Ci 

ttz bi Cs 



X = 0, 
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qui fournit la relation (I)> à moins que l'on n'ait à la fois 

133. Lorsque cette condition (I) est remplie» on peut ob- 
tenir directement le rapport des inconnues x^ y et z. 

En effet, éliminons successivement z ^\, x entre les deux 
premières des équations (i); nous obtenons les égalités 

(c, «, — /ï, c) a: — { fc, Cj -- c, 6, ]y = o, 
(£1,6,— hxai]y— (c, «2— a^c^z =o, 

qui donnent 

(a) ^ ^ r ^ ^ 

Or la relation de condition A = o, revenant à l'égalité 
(3) A=fli62Cs — fliCafts-i- c,aa6s— fe.ajes-h 6,r?aa3— c»i6aa3=o, 

peut s'écrire 

A =:û3(6iCa--C|6j) -f- 63(0, a,— a.Cj) H- c*8(a, 6a— 6,fla) = 0; 

en la comparant aux équations (2), on voit de suite que les 
inconnues sont proportionnelles aux multiplicateurs, dans A, 
des coefficients at, 6,, c, qui affectent les inconnues dans la 
troisième des équations (1). 

Multiplions par c, l'expression (3) de A, après l'avoir aug- 
mentée et diminuée de c, 62^3; nous en lirons l'égalité 

6, Ci — Cl 6a __ Cl ai — g, Ca _ ^, 6? — 6, a^ 
biCi— dbi c,a3— «iCj «163— 6,03' 

et cette dernière par extension. Si nous multiplions actuelle- 
ment les rapports (2) et (4) par ordre, nous obtenons aussi 

les égalités 

X r z 

6, C3 — Cibi Ci «3 — ^» C3 ûi 63 — 6, Û3 

qu'il suffit de comparer à l'expression (3) de A, mise sous la 
forme 

«2(61^3— Cl 6») -f-6a.{c,«3— «1C3) 4-C2(ai63 — 6403), 
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pour établir notre proposition relativement à la seconde desr 
équations (i). 



§ III. — Résolution d'équations linéaires en nombre différent 

DE CELUI DES INCONNUES^ 



134. Condition pour que n équations non homogènes du 
premier degré, kn — i inconnues, soient compatibles. — Soit 
donné le système des quatre équations à trois inconnues x^ 

OiX -h bxy -f- <?, z H- kx = o, 
a,^ -f- biX 4- Cî z 4- /i2 = o. 



(') 



ûiX -h biV -f- c, z H- ki = o, 
ûtX -\- b^y H- C4 z H- /» 4 = o, 



que nous supposerons simultanées, c'est-à-dire admeiianr 
pour;r, j, z un même système de valeurs. Nous pouvonjr 
rendre ces équations homogènes, en y remplaçant les incoii- 
nues par leurs rapports à une quantité arbitraire m; elles d<»- 
viennent ainsi 

a, a; H- 6, j + c,z -+- /» 1 1/ = o, 

a^x 4- biy -4- C22 -+- /f'j M = o, 

a^X H- 63J H- C3Z -f- /fa W = o, 

a^x -\- b^y -{- c^z -\- h\u^=o. 

Celles-ci, en vertu de la condition établie au n*» 131, ne 
sont compatibles que si le déterminant des inconnues est 
nul, c'est-à-dire si Ton a 



(I) 



«1 


b, 


Ci 


lu 


Oi 


b. 


Ci 


h 


fil 


b. 


Cl 


h 


a* 


b, 


c. 


h 



= 0. 



Donc: 



Pour que n équations non homogènes du premier degré, à 
n — I inconnues, soient compatibles, il faut et il suffit quon 
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obtienne zéro pour la valeur du déterminant des mêmes équa- 
tions rendues homogènes. 

135. Deuxième méthode pour résoudre un système de n équa- 
tions non homogènes du premier degré, à n inconnues. — Soit à 
résoudre le système des trois équations à trois inconnues 



U) 



( a^X-hb^X-hC^Z-\-d^ = Oy 

a^x -\- h^ -+- c, z -H ^/, = o, 
^3^-+:^37-^<^32-+-^3= o- 



Nous pouvons adjoindre à ce système Téquation du premier degré à trois 
inconnues 



(3) 



ax -+- P/ -+- 7Z -h ^ = O, 



où les coefficients a, p, 7 et ^ sont encore indéterminés. 

Si nous supposons que Téquation (3) soit satisfaite par les valeurs des 
inconnues x,^, z qui vérifient le système (2), nous aurons un système 
de quatre équations (3) et (2)3 /roiV inconnues x, j, a, lesquelles équa- 
tions devront admettre les mêmes valeurs pour ces inconnues. 

Or ces équations, d*après la condition établie au numéro précédent, ne 
seront compatibles que si leur déterminant 



D = 



a 


P 


7 


^ 1 


«. 


^ 


^i 


d, 


«2 


^ 


^, 


^', 


^3 


^3 


^3 


^3 



est nul, c'est-à-dire si 



(4) 




«D. 


— PDp-f-yD^— ^A = o, 


où l'on a 




^ 


c, r/, 




^i ^. ^A 




• 


^ 
^ 


^3 ^3 


, Dp- 


''2 ^2 ^'2 

^^3 <^3 ^4 






«. 


b, d, 




«, ft, C, 




I^T = 


«1 
^3 


K d, 
K d. 


, . ^ = 


/7, ^, r, 

^3 ^3 ^3 



Il s'ensuit donc que, les coefficients a, p,* 7, ^ devant satisfaire à la 
relation de condition (4)) si trois d'entre eux, a, p et 7, restent indéter- 
minés, la valeur du quatrième ^ sera fournie par Téquation (4) et se 
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trouvera exprimée en fonction de a, p, 7 et des coefficients donnés des 
équations (2). 
Cela étant, éliminons S entro (3) et (4); nous obtenons l'égalité 

Celle-ci, devant être satisfaite quels que soient a, p et 7, exige que 
)*on ait 

Ce qui fournit, pour les inconnues, des valeurs qui deviendront iden- 
tiques avec celles du n** 1^1, si l'on a soin de remplacer ^j, c^„ d^ par 
/*p A-j, A-g. 
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CHAPITRE m. 

LES RÉSULTANTS. 



§ 1. Résultante de deux équations algébriques. — § II. Méthodes d'élimination 
entre deux équations. — § III. Calcul des racines communes à deux équa- 
tions. — § IV. Calcul des racines doubles d'une équation. — § Y. Les diffé- 
rences des racines d'une équation^ — § VI. Résolution de l'équation du 
troisième degré. — § VII. Résolution d'un système de deux équations à deux 
inconnues. 



§ I. — Résultante de deux équations algébriques. 

136. Définition. — Étant donné un système de n équations 
non homogènes entre n — i variables, si Ton combine ces n équa- 
tions entre elles, de manière à éliminer les n ■— i variables, 
on obtient une équation R = o, dont le premier membre ne 
contient que les coefficients des n équations données. Le 
premier membre R de cette équation résultante a été nommé 
par Bezout le résultant ou l'éliminant du système donné 
[Histoire de l'Académie de Paris ^ 1764, p. 288), et l'équa- 
tion elle-même R = o porte le nom de résultante [œquatio 
final is genua). 

C'est en cherchant la résultante de n équations du premier 

degré à n — i inconnues ou celle de deux équations algébri- 

qties à une inconnue que Leibnitz a découvert les détermi- 

. nants [OEuvres mathématiques de Leibnitz y publiées par 

Gerhardt, t. II, p. aSg). 

La résultante forme une relation entre les coefficients du 
système donné; elle exprime la condition pour que les 
équations proposées soient compatibles, c'est-à-dire pour 
qu'elles puissent être satisfaites par un même système de va- 
leurs attribuées aux inconnues^ 
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137. Résultante d'un système de deux équations du pre- 
mier degré à une inconnue. — La résuliante des deux équa- 
tions 

ax -\- b =o, a'x-^-b':=o 

s'obtient en éliminant la variable x enire ces deux équations. 
Or, en vertu du théorème du n® 13<i>, ces équations ne seront 
compatibles que si le déterminant de leurs premiers membres 
est nul. On trouve ainsi Téquation 



a b 
a' 6' 



^=^ o, ou ab' -— ba! = o, 



qui est la résultante demandée. • 

138. Résultante d'un système de deux équations du second 
degré à une inconnue. — Pour avoir la résultante du système 
des deux équations 

ax'^-^bx-\- c=iO^ a'x^-^ b'x -hc' = Op 

on multiplie la première par n\ la seconde par a, et Ton re- 
tranche le premier résultat du second ; on obtient ainsi Téqua- 

tion 

(ab* — bd)x — [ca' — ac') =o; 

elle donne pour x la valeur 



ar = 



en' — ac' 
ab' — ba' 



qu'il suffit 'de substituer dans Tune des deux équations don- 
nées, pour avoir l'équation résultante 

[ca'-ac'Y-[aV-^ba')[bc'-cb')=o. ^' 

Cette équation exprime la condition nécessaire et suffi- 
sante pour que les deux équations proposées soient compa- 
tiblesy c'est-à-dire pour qu'elles aient une racinp commune. 
La racine commune est 

en' — ne' bc — cb' 

^^ ^ ^ ^ -— - - , , •-■—■-■■ ■' • 

au' — ba' ca' — ac' 
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139. Résultante d'un système de deux équations algébriques à 
une inconnue. — Soient données les deux équations 

(i) /(J7) = a,xr-ha^3^-'-^a^oc"'-''-r-,..-i-a,^^,x-^a^=o, 
(2) g» [x] = h^af -H ô, j:»-' -t- h^af^^ n- . . . -H ^„_, j: -h ^„ = o, 

l'une du degré m et l'autre du degré /i, n pouvant être égal à m. Nous 
allons déterminer la condition nécessaire et sufjQsante pour que ces deux 
équations aient une racine commune^ 

Admettons qu'on connaisse les m racines de l'équation (i) et soient 
a,,aj, ...,a^ ces racines. Si toutes ces racines sont finies, le coeffi- 
cient a^ sera différent de zéro et l'on aura 

f[x) = ^, (jT — a j (j7 — aj . . . (or — aj. 

Pour que Tune des racines a,, a^, . . . ,a,„ satisfasse à l'équation (a), il faut 
et il suffit que l'un des résultats 

sait nul, ce qui exige que Ton ait 

Réciproquement, si C3 produit est nul, l'un de ses facteurs se réduit 
nécessairement à zéro; par suite, l'une des racines de l'équation (i) 
satisfait à l'équation (2) . 

Ainsi, pour que V équation f{x) = o, dont les racines a,, sc^, . . .,a^ 
sont différentes de V infini ^ ait une racine commune avec V équation 
çl^) = o, il faut et il suffit que le produit 

soit égal à zéro. 
On verrait de même que l'égalité 

Q=/(?.)/(w...m)=o 

exprime la condition nécessaire et suffisante pour que Tune des racines 
fn Pa» • • • j P„> supposées finies, de l'équation (p(j;) = o satisfasse à l'équa- 
tion/(j:) = o. 

140. Cas où les deux équations admettent l'une ou toutes les deux 
des racines infinies. — Supposons que la racine a^ soit infinie. Au lieu de 

substituer a^ dans l'équation «p [x] = o, on remplace l'inconnue par — dans 



l'équation aux inverses/"? ( - ) = o. 



«I 
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Le premier membre résultant ^^-—- > ayant ses deux termes infinis, est 

indéterminé ; on calculera donc la vraie valeur R, de ce rapport et l'équa- 
tion R, = exprimera la condition pour que la racine a, satisfasse à Téqua- 
tion <p (:f) = 0. 

Il s'ensuit que, si l'équation /(^) = o admet plusieurs racines infinies 
a,, a„ ..., a^, pour qu'elle ait une racine commune avec l'équation 
(p [x) = G, il faut et il suffit que Ton ait 



Or on sait que 



n^ 

a, a, «3 . . . a^ a^^., %^^^ •••*,„ — ^ "T" ) 



selon que m est pair ou impair, de sorte que 



__ itz ^^ (g^, g^^., . . . g J\ 



par suite, la condition précédente revient à l'égalité 



"m 



OÙ l'on peut diviser le premier membre par le produit 

«m 

qui est fini et différent de zéro; donc l'équation 

(3) «î?K)fK)- ••?(««) = <> 

exprime la condition nécessaire et suffisante pour que les deux équations 
données (i) et (a) aient une racine commune (* ). * 

Mais nous avons trouvé que l'équation 



( * ) Cette démonstration suppose que toutes les racines aj^^, aj^„ . . ., a„, qui ne 
sont pas infinies, soient toutes différentes de zéro. Si Tune ou plusieurs d'entre 
elles étaient nulles, on conçoit qu'en modifiant les coefiicients de (i) et de (2) 
on puisse rendre ces racines difierentes .de zéro (144, i*>). Or le théorème est 
vrai pour des racines très-petites; donc il existera encore, à la limite, pour des 
racines nulles. 
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exprime la condition pour que les équations données aient une racine 
commune, lorsque l'équation (i) n'admet que des racines finies; comme 
dans ce cas le coefficient a^ est différent de zéro, on voit que cette 
deuxième équation de condition est une conséquence de là première (3). 
Donc, quelle que soit la nature des racines «,, «,, .••>«« de r équa- 
tion f(a:) = Oj la relation 

(I) R = «??(ûti)?(a2).. •?(««) =o 

exprime la condition nécessaire et suffisante pour que les^ deux équations 
f(x) = oQi<^(x) = o admettent une racine commune. 
On verrait de même que la relation 

(II) R. = ^?/(P.)/(P,).../(P„) = o 

exprime la même condilion , et cela quelles que soient les racines 
Pi> Pa»' • M P» <ie réquation <p(x) = o. 

14-1. Les deux produits R et Ri ne diffèrent que par un fac- 
teur constant^ attendu qu'ils expriment chacun le résultant 
du système des deux équations (i) et (2). 

Pour le prouver, d'ailleurs, prenons les deux identités 

<p [x) =z bo [x — p.) [x—^2)..,(x— j3„), 
f{x) =zao(x— a,) {x — ûCi). . .{x— a«); 

dans la première, remplaçons x successivement par les ra- 
cines ai, ^3, . . ., a» de réquation f{x) = o, el dans la seconde 
remplaçons x successivement par les racines ^i, P»,. • ., (3« de 
réquation (^[x) = o. Si nous faisons chaque fois le produit 
des résultats, nous obtiendrons les deux égalités 

f=bo (a, - (3.) (a, - P») . . . (a, — (3„) 
X 60 (a,— (3.) («2— p,) . . . (a-, — (3„) 



X 60 («fc (3|) [(Xm— ^2) . . . [cCm— ^n)f 

Q =: «p ((3, — a,) ((3, — a,) . . . ((3, — a„) 
X ûo (pj — «i) (Pa — aj) . . . (p,— a,„) 

Xtr, (P„ — a,) (P„— aa)...(p„— a«). 
Dans les deux produits P et Q, les facteurs binômes sont 
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respectivement égaux et de signes contraires: ils sont au 
nombre de m fois n dans P et de /i fois m dans Q, c'est-à- 
dire de mn fois dans ciiacun d'eux; Les autres facteurs 67 de P 
et aï de Q deviendront égaux, si l'on multiplie P par a? et Q 
par ^7; donc on a 

«JP=:(— ij-^'i^Q 

ou, en ayant égard aux expressions (I) et (II), 

Ainsi les deux résultants R et R, ne diffèrent que par un 
facteur constant, qui est 4- i om — i, suivant que le pro- 
duit mn est pair ou impair. 

441 bis. Applications. — i** Reprenons les deux équations du second 
degré à une inconnue du n** 138, et soient a et p les racines de Téqua- 
tion 

ol' et p' celles de la seconde 

Le résultant a^ P sera ici 

È = a'^(ax'^-^ b(x'-h c) (ûp'^-f- bp'-^- c) 

= a\a^a''p''-habci'p\oi'-^p')-^ac{oL''-hp'')'^b'oi'p''i-bc(a''^p')'^c^^^^ 

or on sait que 

a'P'=î,, a'-HP'=--,, d'Où a'^-i-P'»= ^5 

par suite on trouve que 

R = a^c"— abb'c'-h ac(b'^'- la'c') ■+- b^a'c'— bca'b' •+■ d^d^ 

ou • 

R = (^c'- cay— [àb' — bd) (bc'^-'cb'), 

pour le résultant de nos deux équations. 

Ce résultat a été obtenu plus rapidement au n** 138 par Télimination 
directe de x entre les deux équations données. 

a** Considérons encore Téquation du troisième degré 
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el sa dérivée 

f'(x) = 3jr'-f-/7= o. 

Si nous désignons par a, b, c les trois racines de la première el par a, 
— a celles de la seconde, le résultant des deux polynômes /(a:) et/'(x) 
sera 

fUi)f'{b)f'{c) = --{b-cy{r-nV(n-by 
ou 

3*/(a)/(-«) = a7(a'^-/^« + ^) (- a' — /^^c -^ q) = 4;?^-+- 277% 

en remplaçant a' par sa valeur — t* 
Nous avons donc 

U = - (b ^ cy(c -^ aY{a — bY= ip'-^- I7q\ 

Celte égalité prouve que l'équation du troisième degré jc^-i-px-f-q = o 
1° a ses racines réelles, si la quantité ip^-+- i^cf est négative; 2** a deux 
racines égales, si cette même quantité est égale à zéro. 

142. Nature du résultant de deux équations à une inconnue. ~ 

Nous voyons, par hs expressions (1) et (II) du n** 140, que si l'on con- 
naissait les racines de deux équations (i) et (2), on pourrait mettre leur 
résultant sous deux formes distinctes. 
Considérons la première forme 

qui est exprimée en valeur des racines de l'équation (i). La quantité 
(}*(a,) y est une fonction algébrique rationnelle et entière du premier 
degré des coefficients ^„ ^,, . . ., ^„ de l'équation ^{x) — o; de même 
ç(aj) est une fonction algébrique rationnelle et entière du premier degré 
des mêmes coefficients, et ainsi de suite. Le produit de ces m facteurs 
de R sera donc une fonction algébrique rntionnelle et entière du /;***"• de- 
gré des coefficients de l'équation (2). 
Si nous considérons la seconde forme 

R. = ^/(P,)/(P,).../(P.), 

qui est exprimée en valeur des racines de l'équation (2), nous voyons 
que /(^,) y est une fonction algébrique rationnelle et entière des coef- 
ficients «5, a,, .. ., âr^ de l'équation /(or) = o; il en'est de môme des 
n — I facteurs suivants; par suite, le produit de ces n facteurs est une 
fonction algébrique rationnelle et entière du /?'*"*• degré des coefficients 
de réquation (1). 

DosTOA. — Déterra* 8 
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Or les deux expressions R et R| diffèrent tout au plus par le signe. 
Donc le résultant de deux équations à une inconnue^ Vune du m**^* et 
r outre -du /i'**"* degré y est une fonction algébrique, rationnelle et entière 
des coefficients de ces deux équations; il est du n*^*"* degré par rapport 
aux coefficients de la première équation et du w**"" degré par rapport à 
ceux de la seconde, 

1-43. Réciproquement, lorsqu'une fonction algébrique, rationnelle et 
entière A est du m^"" degré par rapport aux coefficients d'une équation 
du /î'"*"" degré (^(x) = o^ et du n^"' degré par rapport aux coefficients 
d'une équation du m*'""' degré f(x) = o, si de plus cette fonction A s'an- 
nule chaque fois que les deux équations ont une racine connue, A ne dif- 
fère du résultant R que par un facteur numérique ; en d'autres termes, 
la fonction A est le résultant des deux équations f(x) = o er <p(j:) = o. 

Considérons, en effet, Tun quelconque des coefûcionts de Tune des 
deux équations f{x) = o et <p(^) = o, ou (i) et (2), par exemple le 
coefficient a^ de la première. 

La fonction A est un polynôme du degré n par rapport à û^ ; le résul- 
tant R est aussi un polynôme du même degré en a^, 

Soient a\ ^ n]^ . . . , a["^ les n racines de l'équation R = o, que l'on 
obtient en égalant à zéro le résultant R considéré comme une fonction 
de a.. Toutes les fois que a. sera égal à l'une des n racines de cette équa- 
tion R = o, le résultant R sera nul; par suite les deux équations (i) 
et (2) ont une racine commune: donc la fonction proposée A s'annulera 
aussi. 

Ainsi la fonction A devient nulle pour toutes les valeurs de a^ qui an- 
nulent le résultant R ; d'ailleurs A et R sont du même degré par rapport 
à //,.; ils ne diffèrent donc que par un facteur indépendant de a^. 

On verrait de même que la fonction A et le résultant R ne peuvent 
différer que par des facteurs indépendants de tout autre coefficient de 
f[x) et <p(^); donc la fonction A est, à un facteur numérique près, le 
résultant des deux équations (i) et (2). 

144. Propriétés du résultant de deux équations à une inconnue.— 
1** Ze résultant R ne change pas lorsqu'on change x en x -h h dans les 
deux équations; car cela revient à diminuer toutes les racines des deux 
équations d'une même quantité //, ce qui ne change pas les différences 
a, — p,, a, — 6„ .•.,%—?« entre les racines de la première équation 
et celles de la seconde, et par suite n'altère pas les valeurs de P et de Q. 

2** Le résultant R ne change pas non plus lorsqu^on remplace x jHir 

i dans les deux équations; car la différence entre une racine a^ de la 
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première équation et une racine pj de la seconde devenant 

le nouveau produit P' sera égal à la m^^^ puissance du nouveau premier 
îoefficient ^„ de ç f - ) par 

Or dans cette fraction le numérateur est égal (139) à —j^ — j ^t 
le dénominateur est égal à ± Z/\ ; donc on a 



F = ± 



Hirxp. 






il viendra donc pour le nouveau résultant 

R'= «^P'= ± (- i)'^fl;P = d: R. 
Donc le résultant change tout au plus de signe. 

§ II. — Méthodes d'élimination entre deux équations 

ALGÉBRIQUES. 

145. Méthode d'élimination d'Euler (*). — Lorsque deux 
équations f[x) = o, cf[x) = o, des degrés m et », admettent 
une racine commune o; = a, leurs premiers membres sont 
divisibles par x — a; par conséquent, si Ton multiplie /(;r) 
par le produit des n — i autres facteurs de 9(^), et 9(^) par 
le produit des m — i autres facteurs de/(^), on devra obtenir 
des résultats identiques. 

Il s'ensuit que, si Ton multiplie f(x) par une fonction 
arbitraire de x du degré n — i, qui y introduit n constantes 
arbitraires; puis 9(0?) par une fonction arbitraire de x du 
degré m — i, qui y introduit m constantes arbitraires; et que 



(*) Histoire de r Académie de Berlin, 1764» p. 96. 

8. 
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l'on égale terme . à terme les deux fonctions de degré 
m-h n — I ainsi formées, on aura m -4- n équations homogènes 
et du premier degré par rapport aux m -i-n constantes intro- 
duites. 

Pour que ces m-hn équations soient compatibles, il faudra 
que leur déterminant soit nul (131). On obtiendra ainsi la ré- 
sultante des deux équations données. 

Supposons que les deux équations 

aient une racine commune. Nous devons avoir identique- 
ment, quel que soit x, 

[k'x -4- B') [ax^-hbx -I- c) = [Xx -f- B) [a'x'-h b'x-^ &] 



ou 

(A'a-Aa')^»-h(A'6-f-B'a — A6'-Ba')ii:» 

-+-(A'c-i-B'6-Ac'— B6')^-hB'c — Bc'=:o. 

Égalant à zéro les coefficients des différents termes en âr, 
nous formons les quatre équations homogènes 



A' a 

A'6-f-B'a 

A'c4-B'6 
H-B'c 



Ai' 
Ac' 



Ba' 

B6' 
Bc' 



:0, 
O, 



— ac = o, 



entre les quatre inconnues A', B', — A et — B. Éliminant ces 
constantes, on obtient Téquation résultante 

a o a' o 
b a b' a' 
c b & V 



\ o c o 



= o, 



ou 



(I) 



(câ/— ac'Y— {aV--ba') (bc'-^ cb^) = o; 



c'est la condition déjà trouvée aux n?* 138 et 1&>1 bis. 
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146. Méthode d'élimination de H. Sylvester ( * ) . ^ Dans la 
méthode dialytique du géomètre anglais» les puissances de la 
variable x sont traitées comme autant de variables indépen- 
dantes. Pour la laire comprendre, il nous suffira de l'appli- 
quer à un ou deux exemples. 

Proposons-nous d'éliminer j; entre les deux équations 

Multiplions chacune de ces équations par x^=:xetx^=^ i; 
nous formons les quatre équations 

a x^-{- b x^-h c X =0, 

ax^-h b X -hc =^0, 
afx^-^b'x^-k-c'x =io, 

a'x^-^- 6'^'-4-c'=o, 

entre les trois puissances successives ^c*, .r', x de la va- 
riable X. Si nous considérons ces puissances comme autant 
d'inconnues, nous aurons un système de quatre équations du 
premier degré entre trois inconnues. Ces équations ne seront 
compatibles que si leur déterminant est nul (ISA*); nous trou- 
vons ainsi la résultante 

a b c o 
o a b c 



a 



' 6' 



a' 



= 



c' o 



qui est identique avec celle du numéro précédent. 
147. Soit encore à éliminer x entre les deux équations 

M. Sylvester multiplie la première équation successive- 
ment par x^ et ^® et la seconde par ar% x^ et a:% ce qui lui 



(») Philosophical Magazine, i84o, n® 101, et Journal de Crelle,t. Xxi, 
p. 326. 
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fournit les cinq équations 

a 4:*+ b x^-hc x^-h dx =0, 
a a;' -4- b ^c'-f- c ^-4-rf = o, 

dx^-^b'x^-^-c'x^ =0, 

a'^*-+- 6' a?* 4- c'^ = o, 

entre les quatre inconnues ^S x^, x^ et a:. Éliminani ces in- 
connues, on obtient Téquation de condition 

a b c d o 



= 0. 






a 


6 


c 


d 


a' 


V 


c' 











a! 


b' 


& 











a' 


b' 


c' 



448. En général, supposons qu'il s'agisse d'éliminer x entre les deux 

équations 

aaf" H- baf-^ -h . . . -h / .r h- / «= o, 

a'a^^b'af-^ -h. . .-f-X'a: -+-/'= o, 

dont l'une est du nù^ et l'autre du w**"' degré. 
On multiplie la première par les puissances successives de x 

,JI-1 «»-2 -.2 yt 7.0 

et la seconde par les puissances successives de x 

/gjn^X ,y,m'-2 <yA /y%\ -*»• • 

on obtient ainsi m-+-n équations entre les /w -f- /i — i puissances succès - 

sives 

Éliminant ces m-hn — i puissances de x^ considérées comme autant 
d'inconnues distinctes, on trouve la résultante des deux équations pro- 
posées. 

1^9. Méthode d'élimination de Bezout(*].~ Cette méthode 
donne aussi le résultant sous la forme d'un déterminant; mais 



(*) Histoire de V Académie de Paris, 1764, p. 298 et 817. 
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le déterminant affecte une forme plus simple, qui en rend le 
calcul plus facile. 

Pour en faire saisir l'esprit, nous l'appliquerons au cas par- 
ticulier des deux équations du troisième degré 

ax*-^ 6a:» H- cx-h d= Oy a' x' -h b' x^ -+- c'x-^d^ =zo. 
On multiplie ces deux équations successivement par 

a' et a, 

a'x-\- b' et a 07-!- 6, 

a'x^-^ b'x H- a' et ax^ -^ bx-h c, 

et Ton retranche chaque fois les deux produits obtenus; on 
forme ainsi les trois nouvelles équations 



= 



{ab']x' 'h[ac')x '^(ad')=zo, 

{ac')x'-h[{ad') -+- [bc')]x -h [bd') = o, 
[ad)x' ■^{bd']x -f-(cd') = o, 

qui, par l'éliminaiion de x* et x, donnent l'équation résul- 
tante 

{ab') [ac') {ad') 

[ac') [ad')-i-{bc') {bd) 
! {ad') . {bd') {cd') 

du système donné. 

La mélhode de M. Sylvcster aurait donné le résultant sous 
la forme d'un déterminant de sixième degré 

a b c d o o 

o a b c d o 

o o a b c d 

b' c' d' o o 

a' b' c' d' o 

o a' b' & d' 



a 
o 
o 



= o. 



150. Méthode d'élimination de M. Gayley ( *]. — Cette méthode n'est 



(•) Philosophical Transactions, i853, p.,5i6, et Journal de Crelic, t. LU, 
p. 47; t. LUI, p. 366. 
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qu'une modification de celle de Bezout et fournit la même forme pour le 

résultant. 

Supposons que les deux équations /(^) =o, <p(a:) sao admettent une 

racine commune ; il sera possible, dans ce cas, de satisfaire à Téquation 

fia:') 
f(x)=lf(x)f quel que soit "k; par suite, si nous posons X=^^-^— 7^ > 

réquation qui en résulte 

/(:r)y(a/)-y(^)/(x') = o 

devra être vérifiée pour toute valeur de x'. 

Comme cette dernière équation est satisfaite par x = j:', nous pouvons 
d'abord diviser le premier membre par or — a:' ; puis égaler à zéro les 
coefficients des diverses puissances de x' dans le quotient; enfin élimi- 
ner les puissances successives de x, comme si elles étaient des variables 
indépendantes. 

Soit à éliminer x entre les deux équations du second degré 

ax^ -^bx-hô =:Oy a'x^-hù'x-i-c'^o. 
Nous formons l'équation 

(ax'-^ùx-i'C)(a'x"-hà'x'-hc') — (a'x^-hb'x-^c'){ax'^-{-bx'-^c)^o, 

qui, après réduction, devient 

(ab'-ba'){x-x')xx'-i-{ac'-ca')(x'—x")-^'{bc'—cb'){x-^x')^o; 

divisant par a? ~ x' et ordonnant par rapport à x', on la change en 

[{ab'— ba')x-h (ac' — ca)]x'-h (nc' — ca')x-^(bc' — cb') = o. 

Celle-ci, devant être satisfaite pour toute valeur de x\ exige que l'on ait 

(ac' — ca')x-^{bc' -- cb') = o^ ou {ac')x-h (bc') = o, 
(ab' — ba')X'^(ac' — ca'}=o ou {ab')x-^(ac') =0, 

On en tire l'équation résultante 

[ac') (bc') 

(ab') (ac') 

qui revient à 

(a(/)'--(ab')(bc') = o. 

151. Méthode d'élimination de Cauchy {*). — Cette mé- 
ihode n'est que celle de Bezout perfectionnée. 



(*) Cacciiy, Exercices d* Analyse, iS^o, p. SgS. 
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Considérons d'abord deux équations du même degré, du 
troisième par exemple, telles que 

Si entre ces équations nous éliminons la puissance la plus 
élevée a^ de l'inconnue, nous obtiendrons l'équation du se- 
cond degré 

[aV — ha!) x^ -\- [ad — cd)x-^- ad! -- c?a'= o, 
ou, en suivant la notation abrégée du n" 17 6w, 

(2) [ah') x^ -f- [ad) x + [ad!) = o 

On peut mettre x^ en facteur commun dans les deux pre- 
miers termes des équations (i), et les écrire 

[ax -\-b)x^-^cx '\- rf=r o, [a'x -4- 6') a:' -h d x -»- d' = o. 

Si nous éliminons ^', il nous viendra (17 his) 

(3) [ad)x''^ \[ad^) 4- [hd)\x -f- (6rf') = o. 

Enfin nous pouvons mettre x en facteur commun dans 
les trois premiers termes et mettre les équations (i) sous 
la forme 

[ax"^ -f-6j;-4- c)j;-f-rf=:o, (a'^'-f- Vx-^r d)x'^ d'z=o. 

Éliminant Xy on obtient 

(4) [ad')x^-^[hd')x-^[cd')^o. 

Nous avons ainsi formé trois équations (2), (3) et (4)> qui 
doivent être vérifiées par la racine commune aux deux équa- 
tions (i). Pour'que ces trois équations 

[ah')x^ 4- [ad)x -f- [ad') = Cy 

[ad)x^ -4- [[ad') -4- [hd)]x-^ [hd') ■= o, 
[ad')x^ 4- [bd') x 4- [cd') = o, 

entre les deux inconnues x^ et x, soient compatibles, il faui 
et il suffit qu'on ait le déterminant 

(a6') [ad) [ad') 

[ad) (arf<)4-(6c') [hd') =0. 

[ad') [hd') (cd') 
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C'est la résultante du système (i). Le premier membre esi 
un déterminant symétrique. 

152. En général, soit à éliminer centre les deux équations 

(^) f(x) ^a^af'-ha^af^*-ha^af^*-h..,^^a^=o, 

(6) <f{x) = b^x^-hb^x^'-^b^x"-*-h,..'^b^^o, 

que, pour plus de simplicité, nous supposerons d'abord du même 
degré m. 

Pour trouver le résultant de ces deux équations, on procède, d'après 
Cauchy, de la manière suivante. 

On isole dans le premier membre de chacune des deux équations, d'a- 
bord le premier terme, puis les deux premiers, ensuite les trois pre- 
miers, ..., enfm les m premiers termes; on forme ainsi m groupes de 
deux équations; on divise membre à membre les deux équations de 
chaque groupe et Ton supprime dans les deux termes des fractions de 
gauche les puissances x^^ x^'\ x^-^^ ..., a?*, ar, que ces deux termes 
admettent comme facteurs communs. 

On obtient ainsi les m équations 



". 


_ cr, or-' 


-+-^,^'-»-f- 


. ..■+-^„,.,'a?H-«« 




~ b^af"-' 

j: 4- ^, ~ 

x^-\- a^x 
x^-^ b^x 


-hb^.jc' 
a^x'"-^ 






^^S^ + V 


«0 


b^ 07'"-* 


-h... 
b,X"^ 




• ■•—1 w 


^0 
^0 


x'"-^'i-b^x^-^'+- 
x^^^-ha^x^-^-h 




^__ /Il — T 711 _ 


^ 


X'"-' H- b^ 


x'"-^-4- 


...H- 


b„ ,. 

m— a 


^ -^ ^.-. ^; 



Si les équations (5) et (6) ont une racine commune, toutes ces m équa- 
tions seront vérifiées par cette racine commune. 
Mettons toutes ces équations sous forme entière, elles deviendront 



(7) 



X^x""-' H-B,x'"^ -hC,^"-* -!-...+ G,x -+-H, =o, 
A,x'"-» H-B,^'"-* H-G^ar^-* -4-...-hG,J: -+- H, = o, 
A3 a:'"-' -f-B.x"»-' -^C^af"-^ _H...4.G3X H-H3 = 0, 

••••• •....,...• , 

A„-,x"-'+ B„_,x-»-t- C„.,u-»-'-H. . .+ G^.,x -H H„_, = o, 
\K ^-'+B„ x"-«H-C, j--'+...+ G, j: + H„ =0, 
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OÙ nous avons 

A, = flrj^, — «j^,, Bj= a^b^ — a^b^, C, = «p Ô3 — «3 A^, 
et, en employant la notation abrégée des déterminants (17 bis)^ 
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A, = («0^), 

Aa = («0^3)» 



B3 =(«0^)^-(«l^3)» 



H| = («o^m)» 

H3 = («,^J, 



H„=(^«_,^J. 



Par ces dernières valeurs on voit que chacune des équations (7) est 
du { 771 — I )'*"*• degré en x et que les coefficients y sont des fonctions du 
premier degré des coefficients «,, ^,, .-.,«„ de l'équation (5), ainsi que 
des coefficients ^0, ^,, . . • , ^«, de l'équation (6). 

Nous avons ainsi obtenu m équations (7), qui sont du premier degré 
par rapport à leurs m — i inconnues 






%JC * ib^» 



Si les équations (5) et (6) ont une racine commune j cette racine satis- 
fera aux équations (7); par suite celles-ci sont compatibles; donc leur 
déterminant 

. « 



(1) 



A = 



A. 
A. 



B. 



B, 



G. 
G. 
G, 



H. 



H, 
H. 



'm-l 



m 



B, 
B. 



M— I 



'»i— I 



'm 



G 



m-\ 



H 



m-l 



G 



m 



H 



m 



est forcément nul. 

Ce déterminant est du m**"* degré par rapport aux coefficients de cha- 
cune des deux équations (5) et (6). II est nul chaque fois que ces équa- 
tions (5) et (6) ont une racine commune, c'est-à-dire chaque fois qu'on a 
R = 0. Il s'ensuit que les fonctions R et A ne diffèrent que par un coef- 
ficient numérique (143) ; donc À est bien le résultant des deux équa- 
tions proposées; et, pour que celles-ci aient une racine commune, il faut 
et il suffit que ce déterminant soit nul. 

153. Considérons actuellement deux équations, qui ne 
soient pas du même degré, par exemple 

ax^-h bx^-h cx^-h dx -h ei = o et a'x^-h b'x -f- c'=: o, 

et proposons-nous aussi de déterminer leur résultant. 
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Multiplions tous les termes de la seconde par x^y nous fo^ 
mons réquation 

(8) a a:*H-6'^»4-c'^'=o, 

qui est du même degré que la première 

(9) ax*-\- 6j;*-+- car*-f- dx -h e = o. 

Isolons, dans le premier membre des équations^_.9) et (8), 
d'abord le premier terme» puis les deux premiers, ensuite 
divisons membre à membre; nous formons les équations 

a bx^-h cx^-h dx -h e 

"a' ~~ b'~x^lf'x^ ' 

ax -¥ h cx^-\- dx -h e 



a'x -h b' 



c'x^ 



= 0. 



qui reviennent aux suivantes : 

{ab')x^-^ {ac')x^— da'x — ea'= o, 
(ac')x'-h [[hc') - da']x^— (c?6'-f- ea')x - eb' 

Si Ton adjoint a celles-ci les deux équations 

a' x^ -f- b' x^ -h c'x =: o, 
a'x^-h b'x -h c'=o, 

on aura un système de quatre équations du premier degré 
entre les trois inconnues x^y x^ et x. Pour qu'elles soient 
compatibles, il faut et il suffit que leur déterminant soit nul, 
ce qui fournit la résultante demandée 

I (ab') (a(/) dci ea' 

[a&) [hc')^da' db'-^ea' eb' 

a' b* -d o 

o a' — fl' — </ 



= 0. 



154» Soient données, en général, les deux équations de degrés diffé- 
rents 



(10) 

•M) 






. . + ^„ = o, 
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OÙ nf^n. Si Ton multiplie tous les termes de la seconde (ii) par jp""", 
on forme une équation 

(12) b^Jc^-hh^af"-^-h...-hù^af"-'= o 

de même degré que (lo). 

Opérant sur les équations (lo) et (12) comme on a fait sur les équa- 
tions (5) et (6), jusqu'à ce qu'on ait isolé les n premiers termes, on 
obtient les n équations 



<7. 



a^a: 



n.af 



r«-l 



a^ af*-^ 



a 



b^ jf"-' 



a. 



b^x 



m-'À 



m 



a^jT 



1-2 



n. 





b^x-^b^ b^ x""-' 


-H...-f-^„ 


A"-»' 


■»-h.. 






a,x"- 


•-f-fl,J^-*H-. 


••-^^n-i _ 


• • • * » 

a„x^- 


.^ff 


qui se 

(t3) 


bo^'- 
ramènent 


'^b^x"-'-¥-. 

à la forme 


B^x^-^-i-. 


..H- H, 


_o, 


1 




( A„x^-*-H 


B„^"'-'-h. 


..+ H„ 


= 0. 





m 



(i4) 



A ces n équations on adjoindra les m — n équations 

b^af""' -h b^x"''^-h == o, 

b^x^-^-h = 0, 



b^x^-h. . .-+- 6„= o, 

que l'on forme en multipliant la seconde (11) des deux équations données 
par les /w — /2 premières puissances de x^ j:^-*"", jf^-^-n^ ..., x^,x\ x^. 
On a ainsi un système de m équations (i3) et (14) à m — i inconnues 
xr*'-^ ^-*, . . . , a:% j?, qui, pour être compatibles, exigent que leur dé- 
terminant 

Aa JD| vi| • • • ilf 



(H) 



A = 



A, 

• 


B, 

• 


• 


K 


• 

B« 


• 

c. 


K 


*, 


b. 





b. 


b. 



H, 
H, 

O 

o 
b. 
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soit nul. Ce déterminant est du degré n par rapport aux coefficients a de 

réquation /(j;) = o et du degré m par rapport aux coefûcients 6 de 

réquation (p(a7) = o; donc il est égal au résultant de ces deux équations. 

Le calcul de la racine commune s'effectue par le procédé du n** 166. 

* 155. Méthode de M. Cayley, modifiée par le P. Jonhert. — Si 
Ton parvient, par un moyen quelconque, à former l'équation 

(i5) F(m) =Boa"-4-B,tt'-'-hB,«"-*-+-...-hB.= o, 

qui admette pour racines les n quantités 

/(P.), /(PJ, .'.. /(PJ, 
on pourra obtenir immédiatement le résultant R des deux équations 

{i6) /(j?) =ûo^"-hfl,:c"-'-h...-ho„=o, 

(17) (p(a:) = ^^,jc»-+-^,j;"-' -h...-H^„ = o, . 

OÙ Pi, p„ . . . , p, désignent les n racines de cette dernière équation. 

Il suffira, en effet, de diviser le terme connu B^ de Féquation (i5) par le 
coefficient \ du premier terme et de multiplier le quotient par 6;*, pour 
avoir, en valeur absolue, le résultant demandé (II) du v^ 140. 



* .1 Ki 



156. Premier cas. — Supposons d'abord que les deux équations 
données (16) et (17) soient de même degré, de sorte que n = m. 
Pour former l'équalion F(«) = o, considérons la fonction 

(,8) ^ _ r/(-^) - ^^1q>(.r) - r /'( r) - //l^(^) 

qui est entière par rapport à x et^, puisque l'hypothèse y = x annule 
le numérateur. Cette expression est du premier degré par rapport à u\ 
elle devient nulle, quel que soit^, si l'on y pose en même temps 

(19) ^=P„ « = /(?,), 

où p^ est l'une quelconque des n = m racines de l'équation (17). 

Par conséquent, les m coefficients A„ A,, A,, .. ., A^_, des diverses 
puissances y""*, y"~S y""*, . . . , y , y sont nuls dans (18) pour toutes 
les valeurs de x qui satisfont aux conditions (19). 

Pour calculer ces coefficients, je remarque que la fonction (18) oa $ 
peut s'écrire 

y—x jr — x 
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oa bien 



(ao) = 2Cax'y — w 



^,/"-'-h^jX 


y"'*-^b^x^ 


y^^-h^.-^b^j^-' 


-^K 


-hb^a: 


-^b^af"-^ 




H- 6, 


• 
• 
• 



+ b 



m 



OÙ les quantités / et X- doivent recevoir les valeurs o, i, 2, . . ., /w — i. 
J'obtiens le coefficient A^ de j*"~', en posant k = m — i et en donnant 
à I les valeurs successives o, 1,2, . . . , m — i ; je Tégale à zéro, ce qui 
me fournit une première équation 

Je trouve ensuite le coefficient A, de j"~*, en posant A = tw — 2, et en 
donnant à / les valeurs successîVes o, i, 2, . . ./w — i; je régale à zéro, ce 
qui me fournit une deuxième équation 

Calculant de même le coefficient A, dey"~* et régalant à zéro, on forme 
une troisième équation 

Si Ton continue de la sorte, on finira par arriver à la //i'®"® équation, 
qui est la dernière, 

Ces m équations, entre les m — i premières puissances de x, existent 
pour toutes les valeurs de j: et de a qui satisfont aux conditions (19); si 
l'on considère ces m — i puissances 

•4^ « ■A' • • • • * Mv 

comme autant d'inconnues, on aura un système de m équations du pre- 
mier degré à /?« — i inconnues. Or, pour que ces équations soient com- 
patibles, il faut et il suffit que leur déterminant soit nul (134). On obtient 
ainsi Téquation demandée en m (155) 



NF(a) = 



^J, m-l 



^« Q,;«-2~ 



• * • • 

• • • 

Co,o — b^^ U C^^^ — ^^^, u C,^ , — b^^^ u 



r 

^'in-l,»n-2 
^//i— 1, m— 3 



C^-LO--^." 



= 0i 
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Les deux équations (i5) et (21) doivent être identiques; par conséquent 
on obtiendra le terme B^, qui est indépendant de u , en faisant u = q 
dans (21), ce qui donne 



(III) 



K = 



c c c 

^O.in-l ^l.m-l ^2,m-l 

C C C 

^0, »»— 2 *^l,»l-2 ^2,/M-2 

C C C 



• • • 



in— l,m— » 



■"hi— i,»ï— 2 



C 



in— l,i«— 3 



^0 ^1,0 ^,0 ••• ^m-l,« 

Le terme qui, dans (21), contient u à la plus haute puissance // = m, est 
évidemment fourni par le terme principal du déterminant (21), terme 
dont les éléments appartiennent à la diagonale. Or ce terme est le pro- 
duit de m facteurs binômes dans lesquels la seconde partie est égale 
à — ^jm; la puissance la plus élevée de u dans ce produit se trouvera 
ainsi dans {— j)'"b"^u"*, de sorte qu'il vient 

B.= (-ir^7. 
On a donc (II du nM 40) 

R R 

■ B, ><^»-(-i)-i&- x^.-l I) ««. 

donc ce dernier déterminant B,„ ou (III) est, en valeur absolue, le résultant 
cherché. 

* 157. Il convient de remarquer que le résultant (III) est un déterminant 
symétrique; car la fonction 4> ou (18) restant égale à elle-même, quand on 
y change x en j et vice versa, le coefficient de J^y^ doit être le même 
que celui de a^y^ ; par conséquent on a C^ = Q^. 

*158. Calcul des éléments du résultant (III). — Les coefficients Cji, 
qui constituent les éléments dans le déterminant (III), sont fournis par le 

quotient 

f{x)fs[y)^f{r)fs>{x) 



(22) 



X—x 



où les polynômes /(a?) et «p(j) sont chacun du /?i'*"* degré. 

Nous allons transformer cette expression, pour mieux en déduire les 
coefficients C,;^. 

Puisque 

? (r) = ^« -+- ^«.-.r -t- •..-+- ^^"", 

nous voyons que a^^_^af est le terme général de /(a?) et que ce terme 
fournira l'ensemble des termes de cette fonction, si Ton y remplace /> 
successivement par les m + 1 nombres de la suite naturelle o, i , 2, . . .^ /t* 
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De même le terme général de <?(/) peut être représenté par h^^, où 
q devra recevoir la suite des valeurs o^ i, a, ... m; par conséquent 
on a 

Cliangeant x en j et j en x, on en déduit 
Le numérateur de notre fraction (aa) est donc 
où le terme général 

fournira tous les termes du développement (28), si Ton a soin de donner 
d'abord à ;» les w h- i valeurs successives o, i , 2, . . . , w, puis de donner, 
dans chacun des /;i + i résultats obtenus, les mêmes m -\- i valeurs 
o, I, 2, ..., w à 7. On trouve ainsi que la différence (23) se compose 
de (//i H- 1)^ termes, dont (24) est l'expression générale. Or les /^ -h i de 
ces termes, pour lesquels/^ et q sont égaux, s'annulent évidemment; donc 
la différence (28) ne contient en tout que (itih- 1 )'— ( w h- i) ou w (/;n- 1) 
termes. 

Ces m{m-\-\) termes peuvent encore se grouper deux par deux. En 
effet, prenons deux quelconques a et p des nombres de la suiteo, i, 2,. . . m, 
et posons d'abord /? = a, ^ = p; puis /? = p, ^ = jt ; nous obtiendrons les 
deux termes 

dont la somme est 

OU 

en posant 

Or, si dans le produit (25 ) on change a en p et ^ en a, les deux facteurs 
changent seulement de signe, de sorte que le produit reste le même; 
donc on obtiendra tous les termes du développement (23) au moyen du 
produit (25 ), en y donnant à a les valeurs o, 1,2,..., jusqu'à la moitié 
de /;/ exclusivement, et à p les valeurs entières depuis la moitié de m in- 
clusivement jusqu'à m. 

DosToa. — Déterm, 9 
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Il s'ensuit qu'on peut écrire l'égalité 

OÙ a est moindre que p et où le second membre se compose de 
m {m -h \) 



termes. 



Divisant par/— or, on obtient le développement 



(V) /(^)-y(.r)-/(.r) y(^) =2.,p^jr(r^«-'-^^/P— ^ 



x^-^-'). 



C'est au moyen de cette expression (V) que nous allons calculer les 
éléments C,^ du résultant R ou (III). 

La quantité C^,, est la somme d'un certain nombre de coefficients c^ 
fournis par (IV); or le coefficient c^^, dans (V), n'entre que dans des 
termes où la somme des exposants de a: et j est égale à a + p — i; par 
suite, on doit toujours avoir i -+- /• = a + p — i . Il faudra donc résoudre 
cette équation de toutes les manières possibles, en prenant toujours a 
moindre que p. 

Ainsi Ton donnera à a successivement les valeurs o, i, 2, . . . , <*, et l'on 
déterminera les valeurs correspondantes de ^ ; de cette manière 



Pour a = G, on trouve p = / -f- X- -h i, 

P = i-f-X'--i, 






a= I 



a = 2, 



0L = i 






p = x- 



I. 



^i* — ^o,/+»+i 



'!,!+» 



'ï,i+k-l 



%*+! 



On voit donc que l'on a 

(VI) 

avec la condition (IV). 

D'après ce que nous avons dit relativement au calcul de c^, on ne doit 
donner à i que des valeurs inférieures à la moitié de 1 -h /• h- i . 

"^159. Comme application immédiate , proposons-nous de calculer I: 
résultant des deux équations du troisième degré 

Ce résultant se déduit de (III) du n"" 156, en y faisant m = 3 ; il est 



R = 



Cq2 


c„ 


C23 




c„ 


c„ 


c„ 


c.. 


c,. 


c,. 


— 


c„ 


c.. 


c„ 


c« 


c,. 


c„ 




c« 


c.. 


c„ 
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puisque (157) 

Pour déterminer les éléments de ce résultant, nous avons recours à la 
formule (VI), qui, combinée avec (IV), nous donne 

= «3^— ^1^ =(^iM» 

= oA — ^A =(«3^)» 



'00 



01 



^01 — ^oa 

^02 = ^03 



(^a^)t 



^12 — ^13 
^22 ~ ^23 

U nous vient donc 

R= 



= «1^ — «0^ 






= («.^). 



(«3^) i 



* 160. Denxième cas. — Les deux équations données (i6) et (17) sont 
de degrés différents. Supposons que m soit plus grand que -n. La fonc- 
tion (18) ou 

/(^)?(j) - f{x)?(^) • „ ?(r) - ^i^) 



peut s'écrire 



(a6) *=ZCaJ^'y — tt 



X -^ 

h^-' 



— u 



b^x 



/•"*+ ^ 



x" 



b^x 



y* 



-» 






^x"-' 
^ 



n-l 



elle est du [m — i )*****• degré par rapport à/. Les coefficients/"-*,/"-*, . . .; 
y, y*-', . . ., y, / des diverses puissances de jr doivent encore être 
nuls pour toutes les valeurs de x qui satisfont aux conditions (19). 

Je détermine d'abord les coefficients des n dernières puissances de y^ 
ceux de/*'',/*'*, ...,y,y. Pour cela, il me suffit d'attribuer à /*, 
dans (26), successivement les valeurs « — i, /i — a, . . ., 2, i, o et de 
donner à i, dans chaque résultat, les valeurs successives o, i, 2, ..., 
m — i. En égalant à zéro ces coefficients ainsi calculés, j'obtiens les 
n équations 

( C..„., - ^ « ) -+- C,,„^, X -h C,,,_, x" -H . . . -t- C. 

(C«,.,- ^«)-+-(G,,„«,~^«)^-«-C,„.,a:* -+-... ^ 



"^m-ljB— 1 



/H— i,M— a 



(a?) \ (C„,,._3~ b^u) -H (C,,„_3- ^«)^ -^ (C,,„.3- ^o'O^'H-. • .-+- C„-,,.-3 



= 0, 



= o, 



= o, 



(C,,o- ^„-,")^-(^.,.-^«-2")•^^- ((^^2.0- '>'«-3'0-^'h----h- (Q«.,--^«) 

9- 



' ••• > 
= o. 
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Il reste à égaler à zéro les m^n coefficients de y^~\ /""', • • • > /*» 
qui, d après la composition (26) de ^, sont indépendants de u. Les termes 
qui contiennent ces puissances de ^ ne se trouvent évidemment que 
dans ]a partie 

de la fonction 4>; or la quantité /(x) 7(7), qui figure au numérateur de 
cette première partie, est du /i**^ degré par rapport à y\ par suite le 

quotient 

/(3:)y(r) 
y — x 

n'est que du (« — i)"^ degré par rapport à /; donc ce quotient ne con- 
tient aucun des termes cherchés, et ces termes ne peuvent provenir que 
du quotient 

= — «p{ j^) • 

y X TV / y ^ 

En effectuant la division, on trouve que 



-^(^)y~=-?(^){ +«i 



a^x 

^3 



Égalant à zéro les coefficients des puissances de y, qui sont supé- 
rieures à la {/î — i)***^, on obtient les /» — /i équations 

(a,x-^a^)tf{x)=zo, 



qui se réduisent à la seule équation <f(x)z=o. 

Aux n équations (27) déjà écrites, je n'ai donc qu'à adjoindre les 
m — n équations 

^(a:) = o, x<f(x)=zo, x*<f(x) = o^ ..., x^-^^ff{x) = o 

ou 

b„ -h ô„_, j: -h à^^x^-i- -h b^af" = o, 

^m x-hb^^x^-^ H-ô,«^* =0, 

(a8) { b^ x^-^ -^^b^af^^ =0, 

• I 

^^^-«-1^ H- ^.0;^-» = o, 
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pour avoir un système de m équations du premier degré à m — i in- 
connues. Ces équations, devant être vérifiées pour toutes les valeurs de 
a: et de 1^ qui satisfont aux conditions (19), exigent que leur déterminant 
soit DuL On trouve ainsi Téquation demandée en u 



m— l,*—! 



(C....,-*,«) c,^. 

• • « • 

• • • • 

• • • • 

(C...-*,_,«) (C,,-6..,«) ... {C„.,,,-6,«) 



tt 

O 



n-l 



b 



O 
O 



= 0. 



O o ... b^ 

On en déduit, comme au n"" 156, la valeur du résultant, qui est 

' G C 






R = 



^0,0 Cjj, 



'n-X 



O o 



o O . . . b^ b^ 



* 161. D'après cela on trouve facilement que le résultant des deux 
équations 

b^x*-¥- b^X'i' b^ = o 
est le déterminant 

R= a^b, a^b, — a,b^ a^b^^ aj)^ 



à. 



K 



§ III. — Calcul des racines communes a deux équations. 

162. Nous savons que, si le résultant des deux équations 
ax^-^bx -\- c=^Oy a' x^ -i- b' X -i- </ = o 
est nul, ces équations admettent une racine commune. 
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Pour calculer cette racine, nous meltrons les deux équa- 
tions sous la forme 

[ax -h b)x -4- c = o, 
[a'x -h b')x-\- c' = o; 

éliminant la variable x qui est en évidence, nous obtenons 

l'équation 

ax -4-6 c 

a'x-hb' c' 
d'où nous tirons 



r=0. 



a 

9 



a 



x + 



et par suite» eu égard à l'égalité (I) du n® l&'S, 

_ [M] __ [ca!) 
^ ^ [ca')'^ [ab')' 

pour la valeur de la racine commune. 

163. Supposons que les deux équations 

aoi^-{- bx^-^ ex -{- d=^Oy a' x^ -\- b' x -^ cf =1 o 

admettent aussi une même racine. Si nous adjoignons à ces 
deux équations celle que donne la multiplication de la se- 
conde par Xy nous formons le système des trois équations 

[a X -\- b )ar'-4- c X -\- d = Oy 

[a! X -^ b')x^-\- &x =0, 

a'x^ + 6' jT -H c' = o, 

entre lesquelles nous pouvons éliminer les puissances x^^XXj 
qui sont en évidence. Nous trouvons ainsi Téquation du pre- 
mier degré 

ax -\- b c d 



a' X 



a' b' d 



= 0, 



qui nous donnera la racine commune. Cette équation pouvant 
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s'écrire 





i « 


c 


d 




b 


c d 






ci 


& 


o 


X -f- 


V 


& 


= 0, 







b' 


c' 




a' 


V c' 




notre racine sera 












b 


c 


d 








b' 


& 


o 






-T" 


a! 


V 


& 


&[b&- 


^cb']^d[b'^ dé) 




a 


c 


d 

m 


'.a! — ac' ] — a.a'b' 


1 


d 


d 


O 






1 


o 


b' 


c' 











16&. Enfin considérons encore les deux équations, toutes 
deux du troisième degré, 

(i) «j;»-hia:'H-c^H- rf=o, «':?'+ 6'j:*-4- 0'^ -f- d'= o, 

auxquelles nous attribuons une racine commune. £n leur 
adjoignant les deux équations que fournit leur multiplication 
par Xy on forme le S)^stème des quatre équations 

[a X -\- b]x^-\-c x^-\- dx =0, 

aoc^-\-b x^-^ c X '\- d ^=^0^ 

[d X -\- b')x^-\- d x^-\- d^ X =0, 

d x^-\-b'x^-\-d x-^ d'z=zo 

entre les trois inconnues^', x^ et x. Eliminant ces variables, 
considérées comme indépendantes, on obtient Féquation 



ou 







ax -\-b c 


d 











a b 
àx-^b' c' 


c 
d' 


d 



= 






ot b' 


c' 


<i' 




! a 

1 


c 


d 




b 


c 


d 



a' 


b 


c d 
d' 


x -f- 


a 
b' 


b 
c' 


c d 
d' 





b' 


d d' 




a' 


b' 


c' d' 



= 0, 



qui donne la valeur de la racine commune. 
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165. Si les deux équations (i) avaient deux racines com- 
munes, on les mettrait sous la forme 

{ax^'+-bx-\-c)x-\'d =o, 
(a' a:' H- b'x •^c')x 'h-(ï = o; 

iminant x entre celles-ci, on obtient Téquation 

ax^ -h bx -^ c d 
a'x'-hb'x^c' d' 
qui revient à 

[ax^-hbx-{-c)d' — {a'x^-^ù'x-hc') d — o, 

ou à 

[ad' — da!) x' -f- [bd' — rfA' ) a; -+- (crf' — rfc' ) = o, 

• donne, pour les deux racines communes, les valeurs 



= o, 



_ db' — bd' ± sj[ba' — db' )^ — 4 [ad' — cla' ) [cd' — de' ) 
^ ~" 2 [ad' — da'] 

106. En général, considérons les deux équations (5) et (6) dun°io2, 
qui sont, toutes les deux du w'*"" degré. 

b'i ces deux équations ont une racine commune, leur résultant (I) du 
n*^î>2 sera nul. 

Supposons que, dans ce déterminant (I), l'un des déterminants mineurs, 
correspondant aux éléments de la dernière colonne des H, ne soit pas nul, 
par exemple, le déterminant mineur qui correspond à l'élément H„. Si 
nous supprimons, dans le système (7) du n° d52, l'équation qui contient 
cet élément H^, nous aurons un système de /w — i équations à /« — i in- 
connues, savoir : 

A,. /■"'-• -f-B,.r«-» -i-C,«F"-» H-...H-G,.r -4- H, =0, 

Ag^"-' -f-BjO:'"-' -t-CjO:^-' H-...-f-G3.r h- H, =0, 
'■ • 

A,„., a:-> 4- B„_, .r'"-^ -f- C,., af"-^ + . . . -t- G,„_, .r + H,,., = o, 

qui sont du premier degré par rapport à chacune des m — i puis- ' 
sances x^-\ af"-^, . . ., x', o: de l'inconnue x. 

Si nous voulons avoir la première puissance de la racine commune, 
nous résoudrons ce dernier système par rapport à la première puissance 
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de X. Nous trouvons ainsi l'équation du premier degré 
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A, B. 
A, B. 



G, 
G, 



Aw_, B^_, ... G„_, 



X 



A, B. 
A, B. 



Am_i *'»,-l 



H. 
H, 



H 



m-\ 



= o, 



qui nous donne la valeur de la racine commune. 

Si Ton voulait avoir la i*^* puissance de la racine commune, où i est 
un nombre entier inférieur à m, on résoudrait le système précédent par 
rapport à Tinconnue ^. 

On opérerait et Fon raisonnerait d'une manière analogue sur le sys- 
tème des deux équations (lo) et (ii) du n** 154, qui sont Tune du /w'*"'et 
Tautre du «**"• degré. 

167. Pour mieux nous faire comprendre, appliquons cette théorie aa 
système des deux équations du quatrième degré 

a X* -^ b x^ -h c Jc* -i- dx -h ^ = o, 
f^x^ -f- b'x!^ -4- c'x^ H- dx -t-e'= o. 

Cherchons le résultant de ces deux équations par la méthode de Cau- 
chy (n^ 152 ]• Nous formons le système des équations 



-/' 



a 


bar' 


■+- cx"^ 


-+■ dx -^ e 


a' 


~ b'x^ 


-HcV 


H- d'x -+- 1' 


c 


rn- b 


c.r* 


-h dx H- c 


1 1 


X H- b' 


~ c'x" 


-h d'x H- c' 


// ,7'' -f- b 


X -h c 


dx -^ e 



fljC' 



nx" 



b'x 
bx" 



d'x 



ex 



a'x^ 



b'x' 



ex 



~d-7'' 



qui, mises sous forme entière, se réduisent au système 



(li 



\ (ac')x^ 
\ (fid)x^ 
\ (ae')x' 



(ac)x^ -h [ad]x -h (ae') = o, 
[[ad')-^-(bc')yv^-hl{ae')-^[bc^)'\x 
[[ac') -+- (bd')'\x''-^ {{bc') H- (cd!)'\x 
[be')x'^-h [cef)x ^(de') = o 



[be')=o, 
[ce')=o, 



de quatre équations aux trois inconnues a?, x* et x. 
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Si les deux équations proposées ont une racine commune ^ cette 
racine salisfait au système (i), ce qui exige que l'on ait 



(2) 



A = 



(af) 


(««') 


{a^n 


("O 


(ac') 


(arf)-h(b(/) 


{ae')-h(b(f) 


{be-) 


{a<f) 


(ac')-h{bif) 


{br')-i-(cd') 


{ce') 


(ae-) 


(be') 


{ce') ■ 


{de') 



= o. 



Cette condition étant remplie, on peui calculer la racine cpmmune. 

Admettons que les déterminants mineurs, qui correspondent aux 
éléments de la dernière colonne, ne soient pas tous nuls, et que, par 
exemple, le déterminant mineur 



(3) 



$ = 



(ab') (ac') {ad') | 

(ac') {ad')-^(bc') (ae')-^(bd') , 
[ad') (ac')-^(bd') (bc')-h(cet) | 



qui correspond à l'élément (de^) de la quatrième colonne, soit différent de 
zéro. 
On aura le système des trois équations 



1 (ab') ar» -+- (ac') x^ -<- (ad')x -+- (ae') = o, 
(4) ) (ac')ar^^[(ad')^(bc')]x'-i-[(ae')-h{bd')]x-h(be'):=zo, 
{ (ad')j^-^[(ac') -4- (bd!)']x'-^-[(bc') + (cd')]x-i- (ce') = o, 




qu'on résoudra par rapport à l'inconnue x. On en déduira 


(ab') (ac') (a'd) 
(ad') (ad')-h{br') (ae')-^(be') 
(ad') (ac')-^(bd') (bc')-h(cd') 


x-h 


(ab') (ac') (ae') 
(ac') (ad')-^(bc') (be') 
(ad') (ac')-h(bd') (ce') 


= o, 



pour la valeur de la racine commune. 

Si tous les déterminants mineurs relatifs aux éléments de la dernière 
colonne dans A (2) sont nuls, on aura un système de trois équations (4) 
à trois inconnues dont le déterminant est nul. Par suite, il v a indé- 
termination, puisqu'il ne saurait y avoir impossibilité, attendu, que le 
système (4) est satisfait par la racine commune des deux équations 
données, racine dont l'existence est constatée par la relation A = o. 

Dans ce cas les équations proposées admettent au moins deux racines 
communes. 

Le déterminant ^ (3) étant nul, supposons que dans S les déterminants 
mineurs relatifs aux éléments de la dernière colonne ne soient pas tous 
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nais, et que, par exemple, le déterminant mineur 

(ab') (ac') 

(ac') (ad') -h (bc*) 

qui correspond à Télément (be') h- {eif) de la troisième colonne, soit dif- 
férent de zéro. 

On prendra le système des deux équations 

(ab')a^-h{ac')x^-h(ad')x-^(ae')=o, 

(ac^)a*-^ [{ad' ) -^ [be' )] x' -+- [(ae* ) -h (bef )] x -4- (be' ) = o, 

entre les deux inconnues x^ et a;*, et on le résoudra par rapport à Tin- 
connue x^. On trouve ainsi l'équation du second degré 



(ab') (ac') 

(ac') (ad')-h(bc') 



= 0| 



I (ab') (ad')x-h(ae') 

"^ "^ i («^ ) [(«^') -^ (f>^' ) -^ + (^''' ) 

qui donne les deux racines communes. 
De ce qui précède on conclut que : 

Chaque fois que les coefficients des équations (5) tf/ (6) ^^ «** i^^sont 
réels, si ces équations admettent une racine commune, cette racine est 
réelle; 

S'il y a deux racines communes, elles sont ou réelles toutes les deux 
ou imaginaires conjuguées; 

S'il jr en a trois, elles sont ou toutes les trois réelles, ou bien l'une est 
réelle et les deux autres sont imaginaires conjuguées. 



§ IV. — Calcul des racines doubles d'une équation. 

168. La méthode que nous allons employer est générale. 
Nous la donnons pour l'équation du troisième degré 

(i) f[^) = ^*4- 3aa;2-+- Zbx -h r = o. 

Si cette équation admet une racine double ^ = a, la racine 
sera commune à l'équation donnée (i) et à celle 

(2) f[^) =^' -+- 2a^-f-6 = o, 

que J'on obtient en égalant à zéro la dérivée première 
de/(^). 

La résultante des deux équations (i) et (2] fournit la con- 
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dition pour qu'elles admettent une racine commune, et par 
suite aussi la condition pour que l'équation (i) ait deux racines 
égales. 

Pour éliminer x entre les équations (i) et (2), nous em- 
ploierons la méthode d'Euler, en posant 

=^'-+- A^-*-B, =a? + C, 

X — a X — a 

et en multipliant ces deux égalités en croix. Nous obtenons 
ainsi l'équation 

qui se réduit à 

( A — C — fl ) a:^ 4- ( 2 A a -+- B — 3 C a — 2 6 ) ^» 

-4-(Afe-h2Ba — 3C6 — c)a;-l-B6 — Cc? = o. 

Égalant à zéro les coefficients des diverses puissances de x^ 
nous formons les quatre équations, à trois inconnues A, B, C, 

A — C--€i=o, 

2a A H- B — 3aC — 2^==o, 
feA-i-2aB — 36C — c =0, 
feB~ rC =0, 



qui, pour être compatibles, exigent que leur déterminant soit 
nul (ISA*). On trouve ainsi Téquation de condition 



= 



I o I a 

2a I 3a 7.h 

h 2a 3b c 

o b c o 



l 



o a 



— a 



2a I a nb 
b ^a ib c 

b c o 

1 a 26 
2a 26 c 

b c o 
qui se réduit à 
(3) 4a^c— 3a»6-— 6a6c-f-46»-f-6»=:o. 

Lorsque cette condition est remplie, on obtient la valeur 



! 2a I a 
b 2a 26 
o b c 
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de la racine double, en éliminant x^ et x entre les trois équa- 
tions 

x'-f aa^-h 6 = 0, 

dont la seconde s'obtient en multipliant (2) par x^ et où les 
coefficients de x'^ sont regardés comme des constantes. 
La racine double est donc fournie par Téquation 

x-^ 3a 36 c 
I 2a b 



qui donne 



(4) * = - 



3 a 3 b c 
ia 60 
î la b 



I 3b c 
I 6 o 

o 2a 6 



3a(6* — ac)-Hc(6 —a') 
2(6* — ac] 



ou 



ib{b^ — ac\ -^^ c { c — ab] 

se — ' * 

2a (6' — ac?) 

en ayant égard à la relation [3j. 
Si l'équation du troisième degré est donnée sous la forme 

(5) j;*-*-/?^ H- g = o, 

il sufGra de poser, dans la relation (3) et la valeur (4)» 

a = o, 6=^j c=zq. 

On trouve ainsi que l'équation (5) admettra une racine double 
si Ton a 



(I)'- (!)■=•• 



et que cette racine double sera ^. 



14^ 
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§ V, — Résolution de l'équation du troisième degré. 



169. Considérons le déterminant du troisième ordre 



(I) 



A = 



a h c 
b c a 
c a b 



nous en obtenons la valeur développée, en l'ordonnant sui- 
vant les éléments de la première colonne; il nous vient ainsi 



a 



c 


a 

■m 


-6 


b 


c 


-f- c 


b 


c 


a 


b 




a 


b 




c 


a 



ou 



(=») 



= a[bc^a^) -v-b[ca — b^) -^ c[ab — c% 



A = Zabc — [a^-^ b^-\- c"). 



Nous trouverons une autre expression de A, en augmen- 
tant, dans (i), la première colonne de la somme des deux 
autres; ce qui nous donne 

I b c 



A=: 



a-^b 
b -h c 
c-h a 



c b c 
a c a 
b a b 



i c a 
\ a b 



et prouve que le polynôme (2) admet le diviseur a -h 6 H- c. 
Soit a Tune des deux racines cubiques imaginaires de 
Tunitéy l'autre sera a^ Si dans (2) nous remplaçons a el b 
respectivement par aa et 6a% ce polynôme devient 

= Safec.a»— (û*-h 6»a^-h c»)(7'= 3a6c— (û»-f- **-+- c-*), 

attendu que a'= i; ce polynôme n'a donc pas changé et Ton a 

aoL-r-boL'+c boL^ c 



A=: 



aa ba} c 

bcf} c aa 

c aoc boâ 



boi}-\- c-^ aa, c aa 
c-haa-\-ba* aa ba^ 
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OU 



A = (aa-f-ia*-f- c) 



I 6a* c 
I c aoc 
I aoc ba} 



donc le polynôme (2) esl aussi divisible par aa. -h éa^-H c. 
On verrait de même qu'il esl encore divisible par «a'-f- 6 a + <?. 
Il vient ainsi, quels que soient a^ b et Cy 

3abc — (a^-h b*-\-c^) 

= (a-4- 6 -+-c) (aa ■+- bac*-hc) (aa*-h 6a -4- 0) X g; 

or, pour a = et 6 = 0, les deux membres se réduisent à 
~ c* et c^q; par suite, q esl égal à ■— i et Ton a 

(3) «8+ 6* H- c^— 3 rt6c = (a -f- 6 -f- c) (aa -H 6 a^-h c) (a a'-f- 6 a -f- c). 



Dans celte identité remplaçons c par 
le changement des signes, 



a:; elle devient, par 



x^— Zabx — a^— 6'= [x — a — 6) (^ — aa, — 6a*) [x — aa^— 6a), 
et donne 

(4) a:, = a-h6, a?,= aôc-h6a% a?3=aa*4-6a 

pour les trois racines de Téquation 



(5) 



o;* — 3a6^ — a* — 6'=o. 



Si Ton avait à résoudre Téquation 



(6) 



x^-^ px -f- Ç = 0, 



il suffirait de poser dans (5) 



ab =z — 



^, a»-t-6» = 



-?^ 



ce qui donnerait pour a et 6 les valeurs connues 



«=\/ï-v'l5-f '=V?-v^^-î 
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Les trois racines de Téquation (6) seront donc 



-= V^f - V% * ? * v/! - \/| 



27 



4- 



Q' 



2 y 2 V 27 4 



i/ITs 



^3= 



x/=r3» 



V 



2 V ^7 4 • 



2 



V!-\/i-?-^^\/^\/^^T 



170. Nous venons de voir que le déterminant (i) du troisième ordre 
se décompose en un produit de trois facteurs du premier degré par rap- 
port aux quantités a, b et c. Cette décomposition constitue un cas parti- 
culier de la proposition suivante. 

Théorème. — Lorsque un déterminant du ni^'^ ordre 

b c ... k l 



(7) 



A = 



a 



k 



k 
l 



l 



a 



a 



a 



a pour lignes ou pour colonnes les n permutations circulaires que Von 
peut former atfec une suite de n quantités 

a, b, c, ..., /, /, 

ce déterminant est le produit de n facteurs du premier degré par rap- 
port à ces quantités. Ces facteurs sont les sommes des produits que Von 
obtient, en multipliant ces quantités par les n puissances successit^es de 
chacune des n racines n^"^*' de l'unité. 

Soient «, P, 7, . . . , > les « racines «**°* de Tunité. A la première co- 
lonne de A ajoutons les /i — i autres colonnes multipliées respectivement 
par les n — i premières puissances de a ; nous aurons 



A = 



a -H ôa -h ca*H-. . .-h /■a"~'-h / a"~* b 

b -h cct^ -h l a"~'H- ûa"~* c 

c -h -haa'-^-h boJ*-^ ... 



/ 



/ a 
a b 



aoL 



ba} 



kod 



R-l 
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Appelons A le premier élément 
de la première colonne; nous. avons le second élément de cette colonne 

/;-}- ra H- . . . -h /a""*-*- ûa"-*= a""' (bx -+- ca'-f- ...-+- /a"" 'h- f/) = a"-' .A, 

attendu que 

it s'ensuit que le premier élément A de la première colonne divise le 
second élément de cette colonne; il est facile de voir que A divise aussi 
le troisième élément, le quatrième et jusqu'au dernier élément de la pre- 
mière colonne ; donc le déterminant A est* divisible par 

On verrait de môme qu'il est divisible par 

B = « -f- ^P H- cp' -+-...-+- /£"-», 
C =z a -^ by -h cy^ -h . , . -h iy'*~\ 

et ainsi de suite. Ce déterminant A est donc de la forme 

A= K(rt H- A« + ra^-f-. ..-h/a"-') 
X (a-hbp-hcp'-h,.,-hip"-') 
(8) { x(a-hby-hcy^-^,.,-hly"-^) 



mais rhypothèse ûr = ô = c = ...= X = o réduit le déterminant (7) à 

la seconde diagonale, qui est composée de n éléments égaux à /; la va- 

«(«—1) 

leur de ce déterminant se réduit donc à (— i) ' /".La môme hypo- 

w(«~- l) 

thèse réduit le déterminant (8) à K/". Donc on a K = (— i) « ". 



§ VI. — Les différences des racines d'une équation. 

171. Produit des différences de n quantités. — Soient 
données les n quantités quelconques 

(l) a, b, C, ...y h y l 

DosTOR. — Détenn, *^ 
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et le déterminant 
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A = 



I 


I 


I 


a 


b 


c 


a' 


6> 


c> 


» 
• 


• 
• 


• 

• 



• • • 



a 



«— I 



*—« c» 



— 1 






/-' 



formé avec les re premières puissances de ces quantités, 
comptées à partir de la puissance zéro. Si dans A nous posons 
b^a, les deux premières colonnes deviendront identiques 
et le déterminant s'annulera; par suite A est divisible par 
a — b. On verrait de même que A est divisible par la diffé- 
rence de deux quelconques des n quantités (i). Donc on a 



A = K(a — 4)(a-c)(a — 



b){a 
X(6 



(3) 



c){a 
c){b 
X(c 



d). . .[a 
d)...[b 
d). . .[c 



h)[a-l) 
k)[c-^l) 



X(/r-/), 



où K désigne le coefficient par lequel il faut multiplier le 
produit des différences des n quantités (i) pour avoir A. 

Or le degré de ce produh est 1 4-24-3-+-.. . -h(?i— 1)= ' ~"'^ 

et le degré du détei minant (2) est aussi — ^ --^ donc K ne 

peut représenter qu'un facteur numérique. 
Supposons que les n quantités (2) soienl rangées par ordre 

de grandeurs croissantes; chacune des — ^ différences du 

produit (3) sera négative; par suite on a K= (— 1) • . 

172. Produit des carrés des différences des racines d'une 
équation algébrique. — Supposons que les n quantités (i) 
soient les racines d'une équation /(^j = 0, et désignons par 
So, Si, Siy * . , Sun-i les sommes des puissances zéro, premièrcy 
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deuxième, ..., (2/1 — a)'*»* de ces racines. Si nous élevons 
au carré le déterminant (^), nous aurons 



a -h b 



.H-/ 



a 
a 



^ -h. ..-+-/ 



« . b* 






a' 



N-l 



b"-' 



/»-' 






OU bien 



A>= 



^» 


*1 


S2 


• • • 


*«-! 


*1 


Si 


Ss 


• • • 


Sn 


*> 


Ss 


s* 


. • • 


Sn-*-i 



^n—l ^n ^i 



A-f-l 



*2«— 1 



pour le produit des carrés des différences des racines de 
notre équation. 

Si réquation a deux racines égales, ce dernier déterminant 
est forcément nul. 

Ainsi réquation du troisième degré aura deux racines 
égales, si Ton a « 

Sq Si S2 



Si Si S^ 

^2 ^S ^4 



= o. 



Il est d'ailleurs facile de voir que le déterminant 

2-4-1 2a-+-p 2a* 4- (3* 

2a -4- j3 * 2a' -h (3'' 2a^-h (3* 

?.a^-f-P« 2a' 4- (3' 2a*+j3* 

où a représente la racine double et ^ la racine simple, est 
égal à zéro. 

173. Somme des carrés des différences des racines de 
réquation du troisième degré. — Nous savons que (108) 



I I I 
abc 



= [b — a) -h (c — b) -h [a — c); 



10. 
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or la somme des carrés des trois délerminants compris dans 
celle noiation esi (111) 



I4-I -h I a-¥-b -4- c 



s» Si 

s, s. 



par conséqueni il vieni 



(a — 6)»-h(6 — c)»+(c— a)' = 



*i 



Si 



Nous pouvons supposer que a, 6 el c soient les racines de 
réquaiion du troisième degré. 



§ VIL — Résolution d'un système de deux équations 

A DEUX INCONNUES. 



V7t^, Proposons-nous de résoudre le système des deux 
équations à deux inconnues^ et^, 

cfont nous supposerons la première du m^*»"* degré par rap- 
port à j: et ^ et la seconde du n^*™* degré par rapport à ces 
inconnues. « 

Ordonnons les deux équations par rapport aux puissances 
décroissantes de x et soient 



(0 



<p [xyx) = btX^ -h bi X»-* 4- . . . -h 6„ = o 



les formes résultantes de ces deux équations, dans lesquelles 
les coefficients a^, a,, ..., a» et 6», bi, ..., b^ seront des 
fonctions de^. Le coefficient «o sera du degré zéro par rapport 
à j, ai du degré i au plus, a, du degré 2, . . ., a« du degré m 
en j; de même les coefficients io» Ai» • • •> &« seront au plus 
des degrés o, i, •. ,, n par rapport à j. * 

Soit j: = a, j=(3une solution du système donné (i). Si 
dans ces équations nous posons )^ = p, nous aurons deux 



LES RÉSULTANTS. 1^9 

équations en x^ 

(2) /(^,(3)=:o, (p(^,|3)=o, 

qui admeiiront une racine commune a. 

Éliminant x entre ces deux équations (2), d'après la mé- 
thode de Cauchy (152 et 154), nous obtenons l'équation 
résultante R==o, qui exprime la condition nécessaire et suf- 
fisante pour que les équations (2) aient une racine com- 
mune. 

Si, dans Téquation R = o, nous remettons 7 à la place de p, 
la relation R = o sera une équation en y. 

175. Celle équalion sera au plus du degré mn par rap» 
port à jr. 

£n effet, le résultant R est une fonction algébrique, entière 
et rationnelle, des coefficients ^t, éz,,. . ., a. et b^, ^1,. . ., h^ 
des équations (i) et (tx); il est du /i**"*' degré par rapport à 
flo» fli, . - . . «m et du m**"* degré par rapport à 60, ^t» ...» 6«. 
Mais, parmi les premiers coefficients, â« contient j^ à la puis- 
sance la plus élevée qui ne dépasse pas la nô^^^\ par suite R, 
qui est du n>^'^^ degré par rapport aux a, est au plus du 
fnn}^^^ degré en j\ 

De même, parmi les seconds coefficients, 6, contient^ à la 
puissance la plus élevée qui ne dépasse pas la «**™«; par 
suite R, qui est dum**"»« degré par rapport aux 6, est au plus 
du /TT/i**"***. degré en/*. 

176. Pour résoudre le système (i), de l'équation résul- 
tante R = o, qiii est du degré mn en ^, on tire les mn valeurs 
de y 



mn» 



On les substitue dans les deux équations (i). On obtient ainsi 
mn groupes de deux équations en x^ qui sont 



fs^yX'nn] = Of ? (^,r««] = «' 
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• 

On détermine ensuite là racine commune aux deux équations 
pe chaque groupe. Si o^t, a?,, . . :, âr.» désignent les racines 
communes à ces mn groupes respectifs, les couples de va- 
leurs 

» j 

•*' — «^/nnj J — jmn 

formeront les solutions du système proposé. 

177. Lorsque les deux équations (i) sont du même degré m, 
l'équation du degré m* en / sera (152) 



A, B, 
A, B, 



H. 
H, 



B 



m • . • 



H 



m 



= o, 



011 Aiy Ef,, . . . y As, . . . , Hm ont les valeurs ( 152) 

At=Ao^^3 ^3^0» « -••> 



> . • . , Hm = «a,—, bm — Ombm^U 

Siy au contraire» les deux éq^uations sont de degrés diffé- 
rents m et n, l'équation du degré mn en j sera [i^k] 



A. 


B, 


c, 


. . • Ht 


A, 

• 


Ba 


c, 

• 


... H, 


• 

A. 


• 

B. 


• 

C. 


• 

... a. 


b. 


6. 


b. 


... 







= Oi 



> w « 
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CHAPITRE IV. 

APPUCATION DES DÉTERMINANTS A LA TRIGONOMÉTRIE, 



178. Relation entre les cosinuQ des trois angles d'an 
triangle. — Soient A, B, C les trois angles d'un triangle ei 
a, b, c les côtés respectivement opposés. Sur chacun des trois 
côtés projetons l'ensemble des deux autres côtés; nous for- 
mons les trois équations homogènes du premier degré entre 
les trois inconnues a, b, c 

i— a -4-6 cosC -4- c cosB = o, 

acosC — b H-ccosA = o, 

acosB-h 6cosA — c ^o, 

quiy devant être compatibles, exigent que leur déterminant 
soit nul. ÛQ trouve ainsi la relation 



(0 



ou 



— I cosG cosB 
cosC -— I cosA 
cosB cosA — I 



= o, 



(i) cos* A H- cos'B4- cos'C — 2 cos AcosB cosG — i = o. 
i79. Condition pour que trois droites Oa,Ob, Oc(Jig. i), 




issues d'un même point 0, soient situées dans un même plan. 
— Posons les angles aOc==.A, 60c=B, a06 = C. Par un 



l'j'A 
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point quelconque a de la droite Oa menons une parallèle ne 
à 06. Si la droite Ob est située dans le plan aOc, celle paral- 
lèle rencontre la ligne Oc en un point c et forme avec elle 
t Oale triangle Oac. 
Les irois angles de ce triangle seront 

aOc = Af Oca=60c = B, Oac==7r — aOb = T: — C; 

par conséquent nous avons entre ces angles la relation (178 



— I — cosC cosB 
— cosC — ï cosA 
cosB cosA — I 



=:0, 



Nous pouvons multiplier la première et la deuxième ligne 
par— I, puis mulliplier aussi par — i la troisième colonne ré- 
sultanie; nous obtenons ainsi la condition demandée 



{") 



I cosC cosB 
cosC I cosA 
cosB cosA I 



= o, 



dont le développement est 

(2) I — cos'A — cos'B— cos'C -4-2COsAcosBcosC = o. 

Si a et (3 désignent les angles que fail une droite Oc avec 
les deux axes de coordonnées Oa et Oh, et que 6 soit l'angle 
de ces axes, on aura entre ces trois angles la relation 



(111) 



ou 



(3) 



I cosa cos(3 
cosa I cosO 
cosp COSÔ I 



= 0, 



sin*0=: cos'a 4- cos*(3 — 2 cosa cos(3cos^. 



180. Béciproquehent, si la condition (II) cm (2) est rempHcy 
les trois droites Oa, 06, Oc [fig. 2) sont situées dans un même 
p!an. 
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Car, si Ton augmente et que ron diminue à la fois le pre- 




mier membre du produit cos*Acos*B, Tégalité précédente (a) 
devient 

I — cos^A — cos'B H- cos'A cos^B — ces' A cos'B 

H- 2C0S A cosB cosC — cos'C = o 
ou 

(i — cos'A ) (i — cos»B) — (cosA cosB — cosC)' = o, 

qu*on peut écrire 

sin^Asin'B — (cosAcosB — cosC)'==o, 

ou encore 

(sin A sinB 4- cos A cosB — cosC) 

X (sinAsinB — cosAcosB-H cosG) = o. 

Le premier facteur est égal à 

, . ^s n ' C-4-A-B . C~A-hB 
COS (A — B) — cosC = 2sin sm ; 

le second facteur est égal à 

r (ii^n\ ' AH-B4-C . A 4- B — C 

cosC— cos(A-hB) ==2sin sm • 

^ ' 2 2 

Notre relation (2) revient donc à Téquation 

,,, , . A-4-D-f-C . B + G — A . Ch-A— B . A -^ C — G 

4) 4sm sm sm sm = o, 

' ^ 2 2 2 2 

Or celle-ci exprime que la somme des trois angles A, B, G 
est égale à quatre angles droits, ou que Tun d*eux est égal à 
la somme des deux autres; donc les trois droites 0^, 0/>, 
Oc sont situées dans un même plan. 
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* 181 . Nous pouvons donner une application curieuse de la formule (II), 
en l'employant à déterminer le rayon du cercle tangent à trois cercles 
donnés. 

Soient 0,, 0,, O3 les centres de ces trois cercles; r,, r„ r^ leurs rayons. 
Considérons le cercle qui est tangent extérieurement à nos cercles et 
soit son centre et jc son rayon. 

Joignons le centre aux centres des trois cercles donnés et menoas 
les droites 0, O3, 0, 0,, 0, 0,. 

A6n de simplifier les calculs, posons 

(5) 00, = x-hr, = R„ 00,= ar-4-r,= R„ 00, = -c -h r, = U„ 

et faisons 



(6) 
puis 



0,03 =«, 030, = *, 0,0,= c, 



l'angle 0,003= A, 0^00, = B, 0,00, = C. 

Les angles A, B, C, étant compris entre trois droites 00,, 00„ 00^ 
issues, dans le plan, d'un môme point 0, satisfont nécessairement à la 
relation (II). 

Or le triangle 00, 0, nous donne 



0, 0, = 00, -4- 00, — aOO. 00, cosC, 

ou, en ayant égard aux égalités (5) et (6), 

c*= R}-4- RJ — aR,R, cosC; 

par conséquent nous avons 

a R, R3 cos A = R* -+- R; — ^ï», 
2R3R, cosB = RJ -+- RJ — b\ 
aR, R, cosC = RJ -4- RJ — c\ 

Substituons ces valeurs dans la relation (II), après avoir multiplié lés 
trois lignes respectivement par aR,, aR„ aR, et les. trois colonnes par 
II,, R„ R3; nous obtenons l'équation 

aR; . r;-+-r;-c» 

RÎ-+-RÎ-C* aR; 

R;h-R5— ^^ R^,-hRJ — a? 
que nous pouvons mettre sous la forme 

I -Rî ~r; 

o aR; r;-+-r;-c> 

R;-hR;-c» aR; 



RJ-hR;— 6' 

RJ-i-RJ-û» 

aR» 



= 0, 



r; 



-r; 

r;-ô» 



^ o. 
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On peut simplifier le premier membre, en ajoutant la première ligne ^ 
chacune des trois suivantes, ce qui donne 



I 
I 
I 

I 



-r; 



R? 



r; 



Hl-b' 



-R5 
r;-c* 

Rî 

r;-«» 



-r; 

RJ-^' 
Rî~«» 

Rî 



= 0, 



ou encore 



o 
I 
1 
I 
I 



o 



r; 

R5 



o 

-Rî 
R? 

R» — c» 
RJ-*' 



o 

-r; 

RJ — c» 

Rî 

RJ-a' 



— R' 
RÎ-^* 
r; - a^ 

R3 



= ©• 



Dans cetle équation on peut aussi simplifier le premier membre, en 
ajoutant la seconde colonne à chacune des trois suivantes. Nous trouvons 
ainsi, après avoir changé les signes de la première ligne, puis des quatre 
dernières colonnes, 






I 


I 


i- 


I 


I 





Rî 


r; 


R5 


I 


Rî 





c' 


b' 


I 


Rî 


r» 





«' 


I 


RS 


b' 


a' 






= 0, 



Il nous suffira ici de mettre à la place de R., R„ R, leurs valeurs (5), 
pour avoir l'équation 






I 


I 




I 




1 


I 





(j:-4-r, 


y 


(x-f-r. 


)' 


(^H-^r 


I 


(or-f-rj» 


• 




c' 




b^ 


1 


{x^r.y 


c» 









a^ 


I 


(^^r,Y 


b' 




a^ 








= o 



qui nous donne le rayon x du cercle tangent aux trois cercles donnés. 

182. Relation en déterminant entre les trois côtés a^h, c 
d'un triangle et l'angle A opposé à Tun d'eux. — Dans les 
équaiiuns (1] coubidérons comme inconnues les angles B etC. 



l56 LIVRE II. — CHAPITRE TV. 

Ces équations pouvant s'écrire 

a — 6 cosC — c cosB = o, 
b — ccosA —a cosC — o.cosB = o, 
c — icosA — o.cosC — a cosB==o, 

on voit que l'élimination de — cosC et — cosB donne immé- 
diatement la relation 



a b c 

b — ccosA a o 
c — 6cosA o a 



o, 



qui devient, en divisant les deux dernières colonnes par a, 
puis en multipliant par a la première ligne résultante. 



a^ b c 

b — c cosA I o 
c ~-~ h rosA o I 



=: o. 



On en lire 



a' = — 



o b c 

6-^ccosA I o 
c — b cos A o I 



ou encore 



(FV) a'^ 



o b c 

h I cos A 
c cos A I 



= 6' -h c*— aôccosA. 



183. Résoudre réquation 



A=. 



1 


cosic 


o 


G 


cos^ 


I 


cosa 


COS (3 


o 


cos a 


I 


cos y 


o 


cos (3 


cosy 


I 



= o. 



De la seconde ligne retranchons la première multipl'cc 
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par coso;; ii nous vient 



A = 



I cos^r o o 

o sin^o: cosa cos6 

o rosa I cosy 

o cosp cosy I 



sin'^r cosa cosp 
cosa I cosy 
cos(3 cosy I 



= 0. 



En développant ce dernier déterminant par la règle de 
Sarrus (52), on trouve de suite que 

sin'y sin'j; == cos'a -f cos'(3 — 2 cosa cos(3 cosy, 
d'où 



=lz i/cos'a -h cos^'fi — 2 cosa cos S cosy 

siiiy 

184. Vérifier l'égalité 



= — 16 sm*- sm'- sin^-« 
222 



1 


1 


I 


I 


1 


• I 


cosv 


COSjEX 


I 


cosv 


I 


cosX 



I cos|UL cosX • I 



Représentons ce déterminant par (D. Retranchons la pre- 
mière ligne de chacune des trois suivantes; nous trouvons 
que 

I I 



(D = 



I 
o 



I 
o 



o cosv — I 
o 



cosv — I COS/:jl — I 

o cosX— 1 



COSjEX — I cosF — I o 

o cosv — I COS|UL — 1 

cosv — I O cosX — I 

COS/X — I cosX — I o 

Ce dernier déterminant est du troisième ordre; on peut en 
calculer immédiatement la valeur développée par la règle de 
Sarrus. On trouve ainsi que 

(jt) = 2(cosX — i) (cos/x — i) (cosv — l) 
= — 2(1 — cosX) [i — cosjut) (i — cosv). 



i58 
ou bien 
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(£> = 



— i6sin'- sin*- sin*-» 

2 2 2 



en se rappelant que i — cosX = asin*- 



(7) 



185. Prouver que 

I 
A = 



I I I 

I 

sina sin|3 siny 
cos« cosp CCS y 

= sin((3— y) 4- sin(y — a) 4-sin(a— (5). 



Retranchons la première colonne de chacune des deux sui- 
vantes; il nous vient 

I o o 

< 

A= siiia sin(3— sina îsiny — sina 
cosa cos^ — cosa cosy — cosa 

sin(3 — sina siny — sina 
cosp — cosa cosy — cosa 

= (sin p— sin a) (cosy — cosa) — (siny •— sin a) (cos(3— cosa) 

=: (sin^cosy — siny cos(3) 

-h (siny cosa — sina cosy) -4- (sinacos3 ■— sin P cosa}; 

donc on a 

A = sin(P — y) -l-sin(y — a) 4- sin (a— (3). 

186. Démontrer qu'on a encore 



(8) 



A=: 



I I I 

Sina sin|3 siny 
cosa cosp cosy 
= — 4 sin|(p — y) sin^(y — a).sîn-f (a 

Nous venons de voir que 

sin(3 — sina siny — sina 
cos5 — cosa cosy — cosa 



&). 



A = 
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or on sait que 

sin(3 — siiia = 
cosjî — cosa = 

par conséquent il vient 



2sini(a — (3) cos\(a 4- P), 
2sin|(a — P) sinj(a-f-P); 



A = 



2sin-|(a— P)sin}-(a- 
4sin7(«--P)sini•(y— a) 



-P) 2sini(y 
■P) -asini(y 

— cosl(a-f-P) 
sin4(«-f-p) 



— a)cos|(y4-a) 

— a)sin|(y4-a) 

cos{-(y4-a) 
— sini(y4-a) 



Le dernier déterminant est égal à 



sini(y -4- a) C0S7(a -4- P) — sin^a -f- P) cosi(y -4- a) ' 
= sini(y4-pf-«-p)=-sin^(P~y); 

donc on a aussi 

A = -4sinj(p--y)sini(y-a)sini(a-P). 

Si l'on rapproche les deux valeurs (7) et (8), on verra que 

sîn(P — y) -f-sin(y — a) -hsin(a— P) 

= -4sini(p~y)sini(y-a)sini(a~P). 



187. Faire voir, en troisième lieu, qu'on a aussi 



A = 2 



cos|(p 
cosi(p 

sini(p 

sin{p-y) 



y) cos|(y 
y) cosi(y 
y) sii)|(y 

sin(y — a) 



a) COSyfa 
a) COSj(a 
a) sin-î(a 

sin(a —- P). 



(3) 

P) 
(3) 



Prenons Tégalité trouvée plus haut (185) 



A = 



sina — siny sinp — sina 
cosa — cosy cosp — cosa 



et multiplions les deux membres par l'identité 

A = sin(p — y) -f-sin(y — a) -f-sin(a — P); 



i6o 
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nous obtenons une égalité que nous pouvons mettre sous la 
forme suivante : 

sin(,3 — y)-f-sin(y-— a)-f-sin(a — (3) sin(y — a) sin(a — P) 

o sina — siny sinp — sina 

G cosa — cosy cos(3— cosc 

De la première colonne retranchons la somme des deux 
antres; il nous viendra 



A»= 



sin((3 — yj sin(y — a) sin(a — (3) 
siny — sin(3 sina— siny sinp — sina 
cosy — (î0s(3 cosa — cosy cos(3 — cosa 



puis, en remplaçant les éléments par des produits équivalents 
et en changeant les signes de la seconde ligne, 



A»=- 



2sini(P- 
2sinj{p 

asin-J(P" 



-7)cosi(p. 
-7)c6si(P 
-7)siai(P- 



7) 2sinî(7 
7) 2sin|(7- 
7) 2sin^(7- 



a) 008-^(7 

«)cosy(7 
a)sini(7 



a) 2SinY(a 
a) 2Sinî-(a 
a) 2SiD^(a 



6)co87(7-a) 
^) 008^(7 H- a) 
p) sini{7+a) 



Actuellement divisant les trois colonnes par les quantités 
respectives 2sin|(j3 — y), 2sinY(y — a), 2sin-j(ar-P), le 
déterminant aura éié divisé par le produit 

8sin-j((J — y) sin^y — a) sin7(a — (3) =— 2A; 
de sorte que nous aurons en définitive 



A = 2 



cos^((3 

COS-5-((3 

sini{(3 



y) cos^y — a) cosKa — (3) 
y) cosJ(y-4-a) C0Sy(a + (3) 
y) sin7(y4-a) sini(a4-(3) 
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APPLICATION DES DÉTERMINANTS A LA GÉOMÉTRIE 

ANALYTIQUE. 



CHAPITRE PREMIER. 

APPLICATION DES DÉTERMINANTS A LA GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 

A DEUX DIMENSIONS. 



$ h La droite dans le plan. — § II. Le cercle dans le plan. — § IIL Les courbes 

du second degré. 



§ I. — La droite dans le plan. 

188. Distance d'un point à une droite. — Soit 
(i) Aa;-hB/4-C = o 

Féquation de la droite MN, qui rencontre les deux axes de 
coordonnées en M et N, et soient x', y les coordonnées du 
point donné P. 

De ce point P abaissons sur la droite MN (ij la perpendi- 
culaire PQ = p, qui la rencontre en Q, et désignons par a et j3 
les angles qu'elle fait avec les axes de coordonnées. Par le 
point P menons aussi à la droite MN (i) la parallèle M'N' 

(2) A^-4-B/ = A;c'-f-B/, 

qui rencontre les axes de coordonnées en M' et N'. 

Les deux lignes MN (i) et M'N' (2) coupent Taxe des x à 
des distances de Torigine qui sont respectivement 

OM = a=-J, 0M' = a'=:^^^^4-^' 

A A. 

bosTOR. — Déterm, 1 1 
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et l'axe des 7 aux distances 

Par les points M et N menons à la perpendiculaire PQ les 
parallèles MR et NS jusqu'à la droite M'N' qu'elles ren- 
contrent en R et S. 

D'après cela> il est évident qu'on a 

MR = MM'cosRMM', 

NS =NN' cosSNN' 



ou 



p = [a! — a) cosoc 



_AV-+-By-f-C 



cosa, 



pz=z(b' -^ o) cosp = Y> cos(3; 



B 



d'où nous tirons 
cosa = 



^P 



kx' 



bThTc' ^^^'^""a^' + b>'' 



Substituons ces valeurs dans le déterminant (III) du n^'lTQ; 
cette relation devient 



I 

kp 



kp 



Bp 



1 



Aa:'-4-B/+C 
kx'-h B/+G 



I cosd 

cosd I 



= 0. 



Multiplions la première ligne et la première colonne pai 
.y -*- ^ nQ„g obtenons l'équation 



B 



(Aa:'+B /-t-C)' . 

7 

A I cos 9 

B COS0 I 



= o, 
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qui donne 

G A B 

^ '- =— A I COS0 

^ B COS0 I 

= A»+B^— aABcose. 
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Nous en tirons 



(I) 



_ (Aa?^-f-B/H-C)sin0 
dz v^A'+ B'— 2 AB COS0 



La dislance de l'origine à la droite (i) s'obtiendra en posant 
x' = o, y = o, et sera 

Csinô 



(Il 



P = 



zh^A'-f-B^— 2ABCOSÔ 



189. Angle de deux droites OD, OD' en valeur des incli- 
naisons de ces deux droites sur les axes de coordonnées. — 
Nous supposons ces deux droites issues de l'origine 0. Soient, 
toujours a et (3 les angles que fait la première droite OD avec 
les deux axes; a' et (3' ceux que fait la seconde droite OD' 
avec les mêmes axes, et y Tangle DOD' de ces deux droites. 

Sur la première droite prenons une longueur OM = i et 
soient a;, y les coordonnées du point M. Menons MP parai-, 
lèle à l'axe des y jusqu'à sa rencontre en P avec l'axe des x. 

Projetons la longueur OM et la ligne brisée OP -h PM suc- 
cessivement sur la seconde droite OD' et sur les deux axes; 
nous obtenons les égalités 

cosy — j;cosa'— jcos(3'=o, 
cosa — X — ^cos9 =0, 

cos(3 — ^cosô — y =0, 

entre lesquelles il suffit, d'éliminer les coordonnées — x 
ei~^pour obtenir la relation demandée. Celle-ci est ainsi 



(III) 



cosy cosa' cos(3' 
cosa I COS0 
cos|3 cos9 I 



= o. 



II. 
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190. Angle de deux droites dcnnées par leurs équations 
A;r -f- Bj -4- C = p, h!x -h By -i- C = o. 

Soient f et p* les perpendiculaires abaissées de l'origine sur 
ces deux droites; nous avons 

kp « Bp 

COS a = ^p- J COS P = -r;- \ 

COSa'= YT » COSp'= 7^« 

Si nous mettons ces valeurs dans la relation (III], après avoir 

C 

multiplié la première colonne par et la première ligne 

C 
par 7» elle deviendra 

P 



(IV) 



CC^cosy 

PP' 
A 

B 



I 

cosB 



B' 

COS© 
I 



= 0, 



et donnera 



CC^sin'6lcosy _ 
PP' "" 



o A' B' 

A 1 cosô 
B COS0 I 

= A A' H- BB' — [AB' 4- BA' ) cos 6. 



Nous en tirons 

(3) 



__ [ AA^ -+• BB^ - (AB^ -f- BAQ cosO] pp' 
^^^^ ^ CC'sin'ô 



Or, en vertu de la formule (II), nous avons 

CC'sin^e 



PP' = 



S/(A»+ B»— 2AB COS0) (A"» + B'«— 2A'B' cosÔ) 



par suite nous obtenons, en substituant dans (3), 

,,,, AA'4- BB'— (AB'+ BA') cosB 
(V) cosy= ^ ' 



V^(A»4- B^— 2AB cosÔ) [k" -h B'» — ^ A'B'cosô) 
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191. Condition de perpendicularité de deux droites. - 
Elle s'oblieni en posant cosy = o dans chacune des relations 
(III), (IV) et (V); elM est donc exprimée par l'une quel- 
conque des trois égalités 

o cosa' cos(3' 

COSa I COS0 i=o, 

I cos^ cos Q I 

O A' B' 

A I cosB =Q, 

B cos 9 I 

AA' -+- BB' - (AB' + BA') cos = o, 
dont la dernière peut aussi se mettre sous la forme 

A B 



(VI) 



B' — A' cos9 A' — B' cos 



= o. 



192. Équation de la droite passant par deux points donnés. 

— La droite 

C -f- A or -f- B/- = o 

passera parles deux points [xyy]^ (^"j^ )» si Ton a en même 

temps 

C-f-A:<;'-^B/ = o, 

C-4-Aa:''-f-B/'=o. 

Ces trois équations sont homogènes et du premier degré 
par rapport aux coefficients C, A et B; pour qu'elles soient 
compatibles, il faut et il suffit que leur déterminant soit 
nul (131), c'est-à-dire que Ton ait 



(Vil) 



X 



X' 



X 



// 



r 



=:0. 



C'est l'équation demandée de la droite. 

Elle exprime en même temps la condition nécessaire et suf- 
fisante, pour que les trois points [x^ y), {x',y) et (a'^^jJ" ) soient 
situés en ligne droite. 
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193. Expressions générales des coordonnées .des points 
situés sur la droite, qui passe par deux points donnés (^S/) 
et (x'',/'). —- Nous avoDs identiquement 



I x" y 



= o. 



A la première ligne de ce déterminant ajoutons les deux 
suivantes multipliées respectivement par i et>; nous avons 
encore 

i x' y 

I x'' f 



= o, 



où A est une indéterminée quelconque. Si nous divisons la 
première ligne par i + X, nous obtiendrons la relation 

x''¥\x" y-\-\y" 
n- A I 4-X 

I x" f 

qui, étant comparée à (VII), fait voir que le point 



G, 



(VIII) 



X=: .— , jrz=.^ -^ 



l-hl 



I-f-). 



appartient à la droite (VII), quel que soit X. 

194>. Condition pour que trois droites se coupent au même 
point. — Soient 

Aa;-hB/-hC = o, A'a;-+-B'j-hC'=:o, A^x-hB^y-hC^o 

les équations de trois droites. Pour qu'elles passent par un 
même point (a?',/), il faut et il suffit que Ton ait à la fois 

Ax' +B/ -f-C =o, 
A'a;'H-BY'-f-C'=:o, 
A"a:' -+- B'y -f- C" = o. 
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conditions qui exigent que ieur déterminant soit nui, ou que 
l*on ait 



(IX) 



ABC 
A' B' C 

A" B" C 



= 0. 



§ II. — Le cercle DANS LE PLAN. 

195. Expression en déterminant de Téquation du cercle 
en valeurs des dérivées et du rayon (*). — Soient a, b les 
coordonnées du centre C d'un cercle, R le rayon de ce cercle; 
et Xyy les coordonnées d'un point quelconque M de la cir- 
conférence. L'équation du cercle sera 



0) 



I 



f[x,x) = [x — «)^-h (r— *)' 

-h 2 (a? — a) (j— 6) cosB — R'= 3, 



où B représente l'angle des axes des coordonnées. On en tire 

/][.=r!î(;a:— a)-f-2(j— 6)cos0, fy = 2(j— 6)-i- 2(0: — a)cos9. 

Or l'équation (i) du cercle peut se mettre sous la forme 

[x — a] [{x^ a) -+- (j — 6)cos0] 

^- (j — *) [(j— *) + (^ — a) cos9] — R*=: o, 

ou 

{x - a) fi + (r - 6)/; - 2R' = o. 

Nous avons ainsi trois équations 



2R» 


+ {a- 


-^)f.+ 


(*-. 


r]f;- 


:0, 


If 


+ {a- 


~x) + {b 


— r) 


cosQ = 


= 0, 


ifr 


-f-(a- 


- x) cos 9 


+ {b 


-r) = 


•0 



C) DosTOR, Archives de Mathématiques et de Physique, 1874, t. LVI, p. io4* 
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entre les deux quantités variables a^x eib — ^. Éliminani 



i«* » 



ww-, — ^ ^^ ^--^- 




• 






\f: I COS0 


= o. 






ify cose I 






Si nous multiplions la première colonne par a. 


nous obte- 


nous 






4R' f, /; 






(I) 


/i I cose 
f^ cose I 


— o 





pour Véquation du cercle. En développant le premier membre, 
on ramène l'équation à la forme 



(") 



/i'+/;'-2Cos0/:./; = 4R'sin^0. 



196. Il est aisé de donner de cette équation une interprétation 
géométrique. Par le centre C menons [fig. 3) les parallèles CA 



Fîg. 3. 




et GB aux axes de coordonnées OX et OY, et du point M [x^y] 
abaissons les perpendiculaires MA et MB sur ces paràlièies: si 
nous tirons en même temps ME et MF parallèlement à BC et 
à ACy nous aurons 

AC = CE-4-EA = ar — a-t-(7— 6)cos0=i/;, 
BC = GF -f- FB =r — 6 -h (ar — rt) cosô = \f!^ , 
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de sorte que le triangle ABC donnera 

4ÂB =/;'+/;•- a cos9/;/;; 

on a donc AB = Rsind. Ce résultat est d'ailleurs évident, 
puisque, le quadrilatère ACBM étant inscriptible dans le cercle 
dont le diamètre MC estR, la corde AB sous-tend Tare dont la 
moitié est la mesure de l'angle inscrit d. 

197. Équation du cercle passant par trois points donnés. — 
Si l'équation 



N 



a •+- bx -i- cjr -h X* -h y^ = o 



représente, dans le cas d'axes rectangulaires, le cercle qui 
passe par les trois points (^i,ji), (^a,j^a), (^»,/s)> on devra 
avoir les trois équations de condition 



(3) 



qui servent à déterminer les valeurs des paramètres a, b et c. 
Pour que les quatre équations (2) et (3), entre les trois incon- 
nues a, 6 etc, soient compatibles, il faut et il suffit que leur 
déterminant soit nul. On obtient ainsi l'équation 



«-»- 


bxx-h cxi 


-^ x\ 


-+-rî = 


0, 


a-h 


bxi-h cy\ 


-f-xj 


-^rî — 


0, 


a-f- 


bxi -4- cxi 


-+-^î 


-^rî = 


0, 



(III) 



I 


X y 


x^-i-y^ 


I 


Xx r, 


^;+rî 


1 


^a JTa 


^\-^rl 


I 


Xz Xz 


^l-^rl 



= 0, 



qui est précisément celle du cercle en question. 

Cette équation exprime en même temps la condition néces- 
saire et suffisante pour que les quatre points (XfX), (^iij^ij, 
(^»>/a) ei{xz,Xs) soient situés sur une même circonférence 
de cercle. 

198. Relation entre les distances mntiieUes de quatre points 

A(J^,r)» B(a:„j,), C(a?„j,) et D(a?„/,) situés sur une même circon- 
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férence. — Posons 



(x,-y,)\ 



'J) 



6' = BC'= (x, 
c» = Cd'=(x, 
rf' = M = (x, 
ffi'=ÂC*=(x 

\«'=BD*=(x,-x,)'+(r,- 



■ x)» 



(jr -r,)', 









L'équation du cercle pourra se mettre sous chacune des deux formes 



I 


x'-hy 


— 2J7 


— aj 


I 


•^ÎH-JÎ 


— 2J?, 


— aj, 


1 


^5^-7Î 


— 2.rj 


-2J, 


I 


•^3 -t- Jj 


2X3 


-^fz 



= 0, 



x-* -t- J- 


I 


X 


r 


^î^-r? 


I 


^1 


Jt 


^l -^yl 


I 


•^1 


Ja 


^\-x\ 


I 


•^3 


Js 



= 0. 



i<aisons le produit de ces deux déterminaDts; en multipliant lignes par 
lig;nes, nous obtenons la relation 

{x--x,Y-^(x^x^Y {x,--x,Y-^(x,-y,Y {^-^.YMx-Xzy o 

qui, en vertu des égalités (4), s*écrii 

(IV) ... . =0, 






a^ 


m' 


(P 


a' 





b' 


rP 


m' 


b^ 





c' 


cP 


n^ 


c' 






OU, en développant, 

2/w^/2'û'c^H- ^m^h*b^d^'^iia^c^b^(P — m*n* — £àc*'—b*(t = o; 
celle-ci revient au produit 
(V) (mn -h ne ■+■ bd) [ac H- bd — mn] [mn -\-ac— bd) [mn -h bd — <7r) = 0, 

qui démontre le théorème de Ptolémée sur le produit des diagonales m et/i 
d'un quadrilatère inscriptible ÂBCD, et les quatre côtés «, è, c et </ de 
ce quadrilatère. 



i 
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§ III. — Les courbes du second degré. 



199. Fonne en déterminant des équations de Tellipse et 
de rhyperbole (*).-— L'équation de l'ellipse 

rapportée à deux diamètres conjugués 9.a' et 26', exprime 
que : si l'on joint un point quelconque M (^,;r) ^^ ^^ courbe 
aux extrémités A' et B' des deux demi- diamètres conju- 
gués 0A'= a' et OB' z=zb' , la somme des carrés des triangles 
A'OM ^f B'OM est égale au carré du triangle A' OB'. 

Cela posé, supposons l'ellipse rapportée à deux axes quel- 
conques, passant par le centre et comprenant entre eux un 
angle Q. 

Soient x',y^ eix"^ f les cobrdonnees des extrémités A' 
et B' des deux demi-diamètres conjugués OA' et OB'; x^ y les 
coordonnées d'un point quelconque M de la courbe; nous 
avons [voir plus loin n° 210) le triangle 

A'OM=:dzi(a:/ - yx') sin0, 
"^^ Ç^yi = ±\[xf — yx") sin0, 
A'OB'=:±i(^y' — /^'OsinÔ; 
et, comme 



il vient 



ou 



A'OM+B'OM =A'OB , 



[xf r- yx' )^ + [xf — yx^' )^ = [x'f — fx:" )», 



X y 

x' y 



X y 



X' 



x' y « 

x'' f 



Telle est l'équation de Tellipse rapportée à deux axes de 
coordonnées quelconques passant par le centre de la courbe, 



(») DosTOR, La Science, p. 998, i855, 2« semestre. — Archives de Mathéma^ 
tiques et de Phjsique, t.XLVI, 1866; bulletin bibliographique, p. 5. 
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en fonction de coordonnées (a:\y) el (^'^ty) des extrémités 
de deux diamètres conjugués. 

Si les coordonnées ^", y sont imaginaires et de la forme 
oc\/ — I, cette équation représentera l'hyperbole rapportée à 
son centre. 

200. Propriétés des fonctions homogènes du second degré. 
— Nous avons besoin, dans la suite, de nous appuyer sur 
quelques propriétés, dont jouissent les fonctions homogènes 
du second degré à un nombre quelconque de variables. Nous 
les établirons, en partant de la fonction à trois variables 

i"" Dans cette fonction, donnons aux variables x, 7, z les 
accroissements respectifs a?', j', z'; elle devient 

fix-hX^X-^/y^ -+-'2') , 

-t- 2D(^ -4- x') [z 4- z') + 2E (j + /) (2+2') -H F (z -}- z'y. 

Si nous développons le second membre et que nous ordon- 
nions le résultat suivant les puissances des variables x,x> ^> 
nous verrons qu'il se composera des trois parties 

Ax^-h iBxy + Cj^-f- nDxz -f- nE^z -f- Fz^==f{x,X9 -2), 
2^(Aar'-f-B/-hD2')-f- 2jr(Ba:'+ C/+E2') 
-^:tz{Dx'^Ey-hFz')=xf^-^Xf^,+ zf:., 

Ax''-¥- 2B^y -h C/'+ 2Da?'2'-+- 2EjV-i- Fz"=f(x,y,z']: 
donc on a 

fin |./'(^"^'^'''^'"^^'''^^-^') 

^ I =f{x,r,z)-^xf^,^yf^-^zf^.-^f(x',y,z'). 

2° Dans celte égalité permutons les variables a:, j, .s avec 
leurs accroissements x', y, z'; le premier membre ne change 
pas; par suite, il en sera de même du second membre; donc 
il vient 
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Il s'ensuit que le développement (II) peut encore s'écrire 

3** Dans celui-ci remplaçons x\ j', z' par — Xy — jr, — z; le 
premier membre se réduii évidemment à zéro, tandis que 

^'f.-^ yfy-^z'fz^^ Change en - (^f^-h rfr-^ ^fs) «i 
f{x',y, z') enf{x,Xf 2). Nous obtenons ainsi Tégalité 

(V) ^f{^,r^z)=^xf,^r/r^^Â^ 

qui est une conséquence du théorème d'Euler sur les fonc- 
tions homogènes. 

4° Nous pouvons retrancher du second membre de cette 
égalité le second membre de Tégalité (III) et ajouter le résul- 
tat au premier membre. 

Il vient ainsi 

5*" Admettons que Téquation « 
(2) f[xyy) = Ajr*-f iT^xr-r- Cj*-!- îDxh- 2EJ-1- F = o 

représente une G£)nique à centre. Le premier membre sera 
identique avec (1), si Ton fait dans cette dernière fonc- 
lion 3 = 1. 

Désignons par a et 6 les coordonnées du centre. Si dans 
réquation (VI) nous posons x' =^ ay y' =: b^ z =z z' =z i ei que 
nous observions que 

n., = f,= o. /;=/;=:o, /;=2(Da4-E6 4.F), 
celte équation (VI) deviendra 

(VII) 2/(^,:r) = (^-«)/;+(r-6)/;^-^H = o, 

où 

H = Da-^E6-+-F. 

Telle est la forme sous laquelle peut se mettre Véquation 
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des courbes du second degrés par V introduction des coor- 
données du centre. 

201 . Équations aux axes des courbes du second degré ( 0* — 
Soil [x\y') un sommet de la conique (2) ; Téquation de la tan- 
gente en ce point sera 

(^-^')/:'+(r-/)/;'=o 

pendant que la droite, menée du centre (a, h) au point de con- 
tact [x' yf), sera représentée par l'équation » 

X — a V — b 

:33 'L • 

x' — a y' — b 

Ces deux droites étant perpendiculaires, les coefficients 
de a: et j satisfont à la relation (VI) du n** 191. On obtient 
ainsi l'égalité de condition 



x'— a-\-[y'— b) COS0 r'— b -+- [x'— a) cos0 

Cette équation a lieu pour toute droite menée du centre 
(a, 6) à un sommet quelcont^ue de la surface; donc l'équa- 
tion qu'on obtient en y supprimant les accents des variables, 
ou bien 



^ ' x — a-\-[y^—'b)cos9 ^— 6 h- (j? — a) cosd' 
est l'équation aux axes de la conique (a). 

20â. Grandeur des axes des courbes du second degré. — 
Dans l'équation précédente multiplions les deux termes de la 
première fraction par x—Uy ceux de la seconde parj— 6f 
puis faisons la somme des numérateurs et celle des dénomi- 
nateurs; nous obtenons ainsi une fraction dont le numérateur, 
en vertu de l'équation (VII), est égal à — 2H et dont le déno- 
minateur est égal à R', R désignant la distance du centre au 
sommet de la courbe. 



(*) DosTOR, La Science^ i855, 2® semestre, p. 8G9, 
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Nous foroions ainsi les égalités 



--T» 



j;— fl -i-(j— 6) COS0 j^— 6 4- (ar — a) cosô R 

quiy par le développement des dérivées, deviennent 

K(x^a]-\- B(r — fc ) _ B(ar — a) H- C(r — ^] _ H 
or— « 4- ( r— ^) cosô^T-— h'\-[x — a) cosô"" R* 

Nous en tirons les deux équations homogènes 

(AR^-f- H) [x — a) -h (BR»H- H cosÔ) (j— 6) = o, 
(BR^-+-Hcos0) (a?-a)-f-(CR^H-H){/-6)=o. 

Éliminant les variables x — a et j — 6, on obtient Téqua- 
tion 

AR^-+-H BR'-f-HcosÔ 

BR»-+-Hcos0 CR'+H 



(IX) 



= o, 



qui donne les carrés des demi-axes de la conique à centre (2). 
£n développant le déterminant, on la change en 

(X) (AG — B«)R<H- (A — 2B cosô + C)HR^-+- H» sin'ô = o. 

203. Conditions pour que Téquation générale du second 
degré représente deux droites parallèles. — L'équation (2) 
représentera deux droites parallèles à la ligne 

a b 
si toute tangente 

est parallèle à cette droite» c'est-à-dire si Téquation 

est vérifiée, quelles que soient les coordonnées x', y^ du 
point de contact. 
Or l'équation précédente revient à 

(Aa + B6):r'4- (Ba-f-C6)/-+-Da-+-É6 = o; 
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et, pour que celle-ci soit satisfaite par les coordonnées de tout 
point de la courbe, il faut et il suffit que Ton ait à la fois 

Aa-t- B6 = o, 
Ba 4-C6 = o, 
Da-hEb=zo. 

Ces trois équations ne sauraient être satisfaites par les 
mêmes valeurs des paramètres a et b, que si l'on a les trois 
relations (131) 

1^ A B B C 

= O, = O, = Or 

DE 'DE ' 

qui reviennent à 

B»— AC = o, BD — AE = o, BE — CD==o. 

Chacune de ces égalités est une conséquence des deux 
autres. Elles peuvent encore s'écrire 

A_B D 
B""C~E' 

Les équations des deux parallèles seront 



Aa? -+- Bj -4- D =± ^D»— AF. 



*—* 
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SURFACE DES POLYGONES. 



§ I. Expressions diverses en déterminant de la surface du triangle. — 
S II. Surface des triangles inscrits dans I6s courbes du second degré. — 
§ ni. Surface en déterminant du quadrilatère. — § IV. Surface d'un poly- 
gone quelconque. 



§1. 



Expressions diverses en déterminant de la surface 

DU triangle. 



20iSi.. Expression en déterminant de la surface S du triangle 

ABC, en valeur de ses trois côtés BC = a, CA = b, AB = c. — 

Puisque iS = bc sin A, on a 

î c' bc cosA 
4S'=6*c'(i — cob»A) = 6'c* — 6*c*cos»A= 



fcccosA 



b' 



ou, en multipliant par 2 chacune des deux lignes et en obser- 
vant que iibccosA = b^-+- c*— aS 



16S' 



2C^ 



aftccosA 



2 6ccosA 
26^ 



2C' 



^M- c^-~ a' 



6*H- c'— a» 



2 6*-' 



Nous pouvons remplacer ce déterminant par un détermi- 
nant équivalent du troisième ordre et écrire (67) 



l6S'=: 



I — C» — 6» 

o 2c* b^-\-c^—a' 

o 6*-4-c'— a' 26* 



Ajoutons la première ligne à chacune des deux suivantes et 
dans le déterminant résultant changeons les signes des deux 
dernit?res colonnes; la valeur du déterminant résultant n*en 

DusTuB. — Détenu, 
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sera pas altérée et il nous vient (60) 

I Qi c' — a* 
1 6*— a» 6» 



i6S' 



I 


c» 


b^ 


I 


— c* 


à" c' 


I 


a»— 6» 


-6» 



Ce déterminant peut à son tour être remplacé par le déler- 
minanl équivalent du quatrième ordre (67) 



i6S' = 



I 


o 


o 


o 




o 


I 


c» 


6» 




c* 


I 


— c» 


a*-c?» 




b' 


I 


a»— 6' 


-6' 





o 
I 
I 
I 



I 
o 

6» 



o 

— c 



o 
a^ — c 



.2 



a* 



h' - b' 



Enfin dans ce dernier déterminant ajoutons la seconde co- 
lonne à chacune des deux suivantes; nous trouvons ainsi 
l'expression demandée 



(I) 



i6S' = - 



1 o c' a' 
I c* o a' 
I b^ a} o 



Ce déterminant, en vertu de la transformation du n° 74, re- 
vient au suivant: 

o a b c 

a o c b 

b c o a 

c b a o 



(11) 



i6S»= 



Celle dernière forme peut s'obtenir, en s'appuyant sur le 
liiéorème suivant. 

205. Nouvelle expression de la surface du triangle. — 
Laire d'un triangle est égale au demi-rayon du cercle cir- 
conscrit, multiplié parla somme des produits que l*on obtient, 
en multipliant chaque côté par le cosinus de l'angle opposé [^)* 



(*) DosTOR, V Instruction publique f 1874» P» '28, et Archives de Mathéma- 
tiques et de Physique, 1876, t. LVII, p. 204» 
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Soient le centre et tt ie rayon du cercle circonscrit au 
triangle ABC. Si nous tirons les rayons AO, BO, CO, nous 
décomposerons ce triangle dans les trois triangles isoscèles 
BCO9 CAO, ABOy dont les angles au sommet sont les doubles 
des angles opposés du triangle. 

Or, si du centre nous abaissons sur le côté BC la perpen- 
diculaire OD, nous formons le triangle rectangle BDO qui 
donne OD = OBcosBOD=:RcosA; d'ailleurs BC = a; par 
suite on trouve que le triangle CCO=r|Racos A. On verrait 
de même que CAO=iR6cosB, ABO=îRccosC. Nous obte- 
nons ainsi» pour la surface S du triangle ABC, 

S =i^a cos A -f- |R6 cosB -f-^Rc cosC. 
ou 

(III) S =tR(« cos A -+- b cosB 4- c cosC). 

206. Corollaire I. — L'aire d'un triangle est égale au 
demi-rayon du cercle circonscrity multiplié par le périmètre 
du triangle qui a pour sommets les pieds des trois hauteurs 
du triangle donné. 

207. Corollaire IL — Si nous multiplions l'égalité précé- 
dente par la relation connue 4RS=:a&c, d'abord membre à 
membre» puis en croix, nous arriverons aux deux expres- 
sions 

(IV) S»=ïa6c(a cos A -f- b cosB -h c cosC), 

abc 



R' = 



2(«cosA-h h cosB -f- ccosC) 



208. La première de ces deux équations est très-impor- 
tante; elle nous permet de trouver immédiatement l'expres- 
sion en déterminant de la surface du triangle en valeur des 
trois côtés. 

£n effet» si nous considérons cette équation comme simul- 
tanée avec les trois équations que Ton obtient» en projetant 
sur chaque côté du triangle la ligne brisée formée par les 

la. 
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deux autres, nous aurons un système de quatre équations li- 
néaires 

8 S' 

-4 acosA — 6cosB — c cosC = o, 

abc 

a — o.cosA — c cosB — b cosC = o, 

b — c cosA — o.cosB — a cosC = o, 

c — b cosA — a cosB — o.cosC = o, 

entre les trois inconnues — cos A, — - cosB, — cosC. L'élimi- 
nation de ces inconnues nous donne de suite la résultante 



8S^ 
abc 

a 

b 

c 



abc 

o c b 
c o a 
b a o 



= o. 



d'où nous tirons 



8S' 



abc 



o 


c 


b 




c 


o 


a 


— 


b 


a 


o 





o 
a 
b 
c 



a 
o 
c 
b 



b c 

c b 

o a 

a o 



en développant le premier déterminant, qui se réduit à aaAci 
nous trouvons l'expression 



(n; 



i6S^=- 



o a b c 

a o c b 

b c o a 

c b a o \ 



pour le carré de la quadruple surface du triangle ABC, dont 
les côtés sont a, by c. 

209. Transformation de ce déterminant en .produit. — 
Remplaçons la première colonne par la somme des quatre 
colonnes; le déterminant ne change pas de valeur et nous 



SUBFÀGE DES POLYGONES. l8l 

obtenons, en divisant la première colonne résultante par 

a-h b -\- c, 

a-\- b -h c a 

a-h c -\- b o 

6 H- c -f- a c 

c-f- 6 4- « b 



i6S'= — 



j=— [a-^b-hc) 



I 
I 
I 
I 



b 
c 
o 
a 

a 
o 
c 
b 



c 
b 
a 
o 

b 
c 
o 
a 



c 
b 
a 
o 



donc le déterminant est divisible par a-h b -hc. 

Dans le même déterminant [II ], de la somme des deux pre- 
mières colonnes retranchons la somme des deux dernières; 

il nous viendra 

a — b — c a 

a — c — b 

6h- c — a 

b — a 



i6S'=- 



=={b'hc — a) 



a 


b 


c 




o 


c 


b 




c 


o 


a 




b 


a 


o 




I 


a 


b 


c 


I 


o 


c 


b 


— I 


c 


o 


a 


— 1 


b 


a 


o 



par suite le déterminant est aussi divisible par b -h c — a. On 
verrait de même qu'il est encore divisible par c-v-a—b et 
par a -h 6 — c, de sorte qu'on peut écrire 

i6S*==(aH-6-hc) [b -+-C— a) (c-t-a — 6) (a -4- ^— • c) X g, 

où il reste à déterminer q. 

Or dans le déterminant (II) le produit des éléments situés 
sur la seconde diagonale principale est c*; donc il est — c* 
dans le déterminant développé. M9is il est aussi — c^ dans le 
produit des facteurs qui précèdent 7; on a donc g = i> et il 
vient 



(V) i&S^=:{a-^b'^c)(b + c — a)(c-¥a — b]{a-\-b-c). 
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210. Problème. — Un triangle ABC a son sommet A à Vori-- 
gine des coordonnées ; calculer la surface S de ce triangle en 
valeurs des coordonnées x\ y et x" ^y" des deux autres sont" 
mets B et C. 

Posons AB = p', AC = p', el l'angle XAB = a', XAC = oT. 
Si nous supposons le côté AB dirigé entre Taxe des x et lo 
côlé ACy nous aurons 



ou 



2 S = AB . AC sin BAC == ^'f sin («" — a'), 
2S = p'cosa'.p"sina"— p'sina'.p^cosa"; 



or, les axes des coordonnées étant rectangulaires» on a 

p' cosa'= x\ p'sin«' = j'; 
p^cosa^= oc!* y p"slna"=y; 

par conséquent il vient 



2S = ir'y — j'ar*, 



Qu bien 

(•) 



aS = 



X- 



y 



x" X 



II 



Si les axes des coordonnées sont obliques et comprennent 
entre eux un angle d, on trouvera d'une manière analogue 
que 



(^) 



2S = 



x" f 



Sin0=;(a7'/'— /x'^jsinO. 



211. Expression en déterminant de la surface du triangle 
ABC en valeur des coordonnées Xy y\ Xxyy\\ ^a^jsde ses trois 
sommets A, B, C. — Transportons l'origine des coordonnées 
au sommet A et appelons ^',y; ^', y^ les coordonnées des 
deux autres sommets B et C par rapport à cette nouvelle ori- 
gine, de sorte que 



SURFACE DES POLYGONES. 

De ces égalités nous tirons 

x' = a:t — x, /=7,— j; 



iG3 



x":=^ Xx — X, y :=.y^ — y. 



Substituant ces valeurs dans l'expression (2), nous obtenons 

\ Xx^ X 7. — J 



2S = 



OU, en vertu du n** 64, 



Xt — X /a — y 



sin 9, 



28=: 



I X y 

o j;, — X yx — y 
Xi — X y\ — y 



sin0. 



Ajoutons la première ligne à chacune des deux suivantes; 
le déterminant ne change pas de valeur, et nous trouvons 



{VI ) 



i X y 

28= I Xx yx sin0, 

pour l'expression demandée de la double surface du triangle. 

212. Deuxième méthode poar calcaler la surface d'un triangle en 
valeur des coordonnées de ses sommets. — Si nous considérons pour 
un moment les coordonnées x Qiy comme les variables courantes, l'équa- 
tion 

ï X y 

^= ' ^v Xx =^ 

représentera la droite qui passe par les deux sommets (^,,7,), (J^jïjrj 
du triangle (192). 
Dans cette équation les coefficients des variables x et/ sont 



I X2 



= Xx — )\ 



31 



X. 



x^ 



= X, 



•^p 



par conséquent la distance /?= ÂD d'un point quelconque A du plan à la 
droite BG ou A = o est ( 188) 

AsinO 
p = — ; 

v/î-^:,- ^^l'-H Lr,-rJ'-^ 2(^,— ^J (r, -/,) coso 



l84 LIVRF III. CHAPITRE II. 

or la quantité sous le radical exprime le carré de la distance des deux 

points B et C, de sorte que le radical est égal au côté BG du triangle ABC; 

on a donc 

BCxp ou BC X AD = sinô. 

Mais BC X AD mesure la double surface st S du triangle ABC qui a la 
droite BC pour base et le point A pour sommet. Il vient donc 2S = Asind, 
comme plus haut (211). 

213. Corollaire I —Multiplions la première colonne de (VI) succes- 
sivement par a et b, et retranchons les produits de la seconde et de la 
troisième colonne; la valeur du déterminant (VI) n'est* pas altérée et l'on 

a aussi 

IX — o X — b 

(VII) aS= I X, — /? /, — 6 sinG. 

I x^^n x^—b 

214. Corollaire II. — Dans le déterminant (VI) retranchons la pre- 
mière ligne de chacune des deux autres ; nous trouvons encore 



X 



y 



(VIII) aS = o j:, — jr y^ — r 



O Xj— .r ly 



y 



sinG = 






sinO, 



comme au n^'^ll. 



215. Deuxième métliode pour déterminer la surface d*an triangle 
en valeur de ses trois côtés. — Reprenons la formule (i) du n"* 210 



2S = 



i6S^ = 



et élevons au carré les deux membres de cette égalité ; nous obtenons, en 
multipliant par 4* 

2(x"H-j") 2(x'x''-4-/y') I 

or il est aisé de voir qu'on a d'abord 
puis 

«2 = (jr'_j:«')'H-(/— y')»=y*-hr''-+-^'"-H.r'"- '^{x'x''-hyy)* 

d'où 

2(.r'a:"-H /f) = [x'^-h/') -h {x^-hj-"') -~ a' ^ ù' -h c^ — a\ 
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Lo carré de la quadruple surface du triangle sera par suite 
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16 S' = 



2C* 



h'^f^^a^ 



%b^ 



a' 



Ce déterminant est identique avec celui du n"* 204. 

* 216. Troisième méthode pour calculer la surface d'nn triangle 
en valeur des trois côtés. — On peut aussi obtenir la valeur (I) du 
n** 204, en partant de Texpression générale (VI) de la surface du triangle 
en fonction des coordonnées des sommets. 

En effet, le déterminant (VI) pouvant se mettre sous chacune des deux 
formes suivantes : 



aS = 



I 
o 
o 
o 



o 
I 
1 
I 



o o 

X y 

•^1 ït 



aS=- 



o 
ï 
I 
I 



I 
o 
o 
o 



o o 

X y 



on a, en multipliant membre à membre et ligne par ligne, 



4S'=- 



o 
I 
I 
I 



I 



xx^ -^yy^ 



I I 

x\ -+- r\ x.x^ -^yxy^ 



x^x^ 



xx„ 



yy-i 



XjOTj 



rj- 



y\ 



multiplions par — 2 les trois dernières lignes, puis divisons par —2 
la première colonne, le déterminant sera multiplié par 4) de sorte qu'il 
vient 

CI I I 

I — 2(X3-+-J,) — 2(.rj:, H-/J,) — 2(a?x,-hj/J 



16 S' = — 



I — 2(j7a:,-+-jr/,) —'i,\x\^y\) — 2(jr,j:2-4-j,j2) 

I -.^(j'Xj-hjrr,) -^l'^i-^a-^-rir.) —'^[A^yX) 



Aux trois dernières colonnes ajoutons la première multipliée successi- 
vement par x^->r-y^^ A'^y\'> A-^y\\ ïious trouvons 



iCS'=- 



01 I I 

I — ( j:*-H j*) ^Jh-JÎ— 2(,r^,-f-jT,) x\ -¥-y\ — 2 (.r.r,-+- jj,) 

I .r»+r'~2(j:x,-+-j7,) — (.r5-+-r,)' •^2-+-J2-2(j:',.r,-hr,Ja) 

I x''-^f—i[xx^ry-,) -^îH-jî— a(j:,.r,-+-jr,j,) —KA-^y^Y 



enfin aux trois dernières lignes ajoutons la première multipliée successi- 
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vement par jf'h-^*, *Î -i- jrî, ^î -»- jî ; nous obtenons l'expresâoii 



l6S*=r — 



o 
I 



I 
o 



I (r^x^y-^-ijr-jTty 






o 



dont le second membre, en vertu des égalités 

n'est autre que l'expression (I). 

* 217. Expression de la snrface S du triangle compris entre les 
trois droites 



(cl') 

(en 



kx -h Bjr-+- C = o, 
A'j7H-B>-h(y = o, 



Si X et X, x' et y, x" et y sont les coordonnées des points d'intersec- 
tion des droites (d') et (cP), (fi*) et (d), (d) et (^), on devra avoir 



H^Jf 



A^-4-Br-^C =>., A x'-h B/-+- C = o, Aor^H-B/' 

(3) { A'j:-^Wx-^C = o, AV-hBy-t-C'=V, A'x'-t-BV 

A''a7-+-By-r-C*=^o, AVH-ByH-C*=o, AV-hB"^ 

où Â, >', >" sont trois indéterminées. 
Nous savons (211) que 

multiplions cette égalité membre à membre par 

C A B 



C = o, 
C'=o, 



2S = 



I 


X 


y 


I 


y 


y 


T 


x" 


y 



A = 



C A' B' 

C* A" B" 



nous obtenons 



aSA = 



C 
C 



kx' 



Bjr C'-+-A':cH-B'jr 

B/ G'n-A'jr'H-By 



C 
G" 



C -H 40;"-+- By C'H-A'j^-t-B'y C 



A'x 
A".r' 

krxr 



BV 
BV 
BV 



SURFACE DES POLYGONES. 

OU, en vertu des équations (3), 

ADO 

V 



187 



. (4) 



2SA = 



o 
o o 



o 



= \Vl\ 



Il nous reste à calculer le produit >V>*. Or le premier des systèmes (3) 
donne, par Télimination de x et 7, 

A B C — X 

A' B' C =0. 

A" B^ C 



ou bien 



ABC 

A' B' C 
A" B" C 



c'est-à-dire 



A B > 
A' B' o 
A" B* o 

A = :X(A'B''-B'A''). 



= 0, 



Nous avons donc 



A'B^-B'A"' A-B — 



B''A' 



y^- 



AB'— BA" 

et, en substituant ces valeurs dans l'égalité (4), nous obtenons pour la 
double surface du triangle Texpression 

ABC 

A' B' C 

X" w c 



(IX) 



2S = 



A' B' 
A" B" 



X 



A" B" 
A B 



X 



A B 
A' B' 



ou 

c _ f C(A^B"- WX") -h G^( A"B -■ B'^A) -h ClAB^- BA^)]' 
(A) îàb— (A'B''— B'A'')(A"B — B^\)(AB'— BA') 

La méthode que nous venons d'employer a été donnée par Joachimsthal 
dans le Journal de Crelle ( Sur quelques applications des déterminants à 
la Géométrie, t. XL, p. m-iy), 

* 218. Produit des surfaces de deux triangles en valeur des nduf 
distances des trois sommets du premier triangle aux trois sommets 
du second. — Soient S et S' les surfaces des deux triangles ABC, A'B'C 
ayant leurs sommets respectifs aux points 

A (^„ .rji B (x„ j,), C (X3, ^^3), 
A'K,y,), B'K,/,), C'K,y,). 
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Nous avons (211 et 67) 






I p u o 




o 1 o o 


• 


2S = 




, -aS' = 


" o j/, y^ 


• 

• 



(5) 



4SS' = 



Multiplions ces deux égalités membre à membre, il nous vient 

CI I I 

î ^xA-^Xifi ^t^^x-^y-t^x -^3^1 -+-^3/1 

1 x^x\-^y^y\ x^af^-^y^y^ J^a-^ïH-Ja/i 

Représentons les distances des sommets du premier triangle à ceux du 
second par les notations 

AA'=^.„- AB'=<„ AC'=«?,3, 
BA'=^^,, BB'=r/„, BC'-rf„, 
CA'=./3„ CB' = ./„, CC'=r/33, 

où les premiers indices i, 2, 3 se rapportent aux trois sommets respec- 
tifs A, B, C du premier triangle ABC, pendant que les deuxièmes indices 
I, a, 3 se rapportent aux sommets respectifs du second triangle A'B'C. 
Faisons les distances des mômes sommets à l'origine des coordonnées, 

savoir : 

AO =fl, BO =b, CO =c, 

AO = fl', B'0 = 6', C'0 = c'. 
Il est évident que 



ou 



On a par suite, en général, 

2{^,y,-h j,/',) = «»-t- ^''- r/,»,, 

2(a:,.r'3-f-j,y3) =rt^ H- c'»- </,»,; 
2 ( ^3 -^s -+- J'3/2 ) = C^ -h ^'^ — fi^^ , 

2(^3-^', + ^3/3) = ^*-+- ^"— ^^3^3. 
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Cela étant, dans notre déterminant (5), multiplions les trois dernières 
lignes par 2, puis divisons par 2 la première colonne résultante : le dé- 
terminant sera multiplié par 2*: 2 = 2^= 4. Remplaçons ensuite les 
sommes de produits par les valeurs ci-dessiis; nous obtenons l'égalité 








1 


I 


1 




~i6SS'- 


i 




b^-^cP—d.^, 
b^^b"-d.^. 








I 


a»H-c'» d,\ 


b'^c''-d,\ 


c'-i-c''^ 


d,\ 



Nous pouvons transformer ce déterminant en un autre plus simple. 
Pour cela conservons la première colonne ; multiplions-la ensuite succes- 
sivement par û', 6*, c' et retranchons les produits respectivement des 
trois dernières colonnes; le déterminant ne change pas de valeur et 
l'on a 

CI I I 

-^.^ a"-d,\ a"-d,\ 



— i6SS'= 



1 a 



I b''^d,\ b'^—d,\ b'^ 



dh 



,.'2 



-d. 



\ C Cl^^ C «3 3 i. »*3 3 

Dans ce déterminant conservons la première ligne ; multiplions-la en- 
suite successivement par «'^, ^'*, c'* et retranchons les produits respec- 
tivement des trois dernières lignes ; le déterminant conserve sa valeur, 

et il vient 

01 I I 



— i6SS' = 



I 
I 
I 



"1 i "2 i "a I 

_ // 2 —en —d^ 

"la "22 "32 



-d^. 



d,\ 






Enfin, si dans ce dernier déterminant nous multiplions par — i d'abord 
les trois dernières lignes, puis la première colonne résultante, le déter- 
minant sera multiplié par la quatrième puissance de — 1, conservera sa 
valeur et il viendra 



(XI) 








I 


I 


I 


i6SS' = 


I 

I 


d^ 


d,\ 


d-h 
d-h 




I 


d,% 


d,\ 


dà 



C'est l'expression demandée. 

Si les deux triangles coïncident, on aura 

di2=^'y ^22=0. 
di^=à, d^^=a. 



*32 



«, 



'3^ 



o; 
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et il viendra encore 

i6S» = — 

comme au n"" 204. 
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I o 



I I I 



I 

I 



b^ 



o a* 

a' o 



* âl9. Produit de la surface S d'un triangle ÀBG par la surface S' 
du triangle A'B'C, dont les sommets A', B', G' sont les centres des 
trois cercles ezinscrits. — Il est facile de trouver que 



2 2 2 2 2 2 



sont les angles du second triangle, qui a pour côtés 



a'= 



. A 

sm — 

2 



t 6'= ÎTÎ C' = 



sm-» 

2 



. G 

sm- 

2 



Les carrés des distances des trois sommets A', B', G' du premier trian,^le 
aux sommets du second seront donc ' 



B 



d?, = AA' = bc cot - cot - 

** 2 2 



^,»,= AB' = c» 



sin'- 

2 



sm-*- 

2 



hep 

j 

p — a 

bc{p — c) 



d,\=xa =b' 



sm'- 

2 

"Tb 

sin'- 

2 



_ ca{p — c) 
'•" p-a ' 



^A = 






cop 
p — c ' 



rf,^= 



^,',- 



^A= 



hc(p — h) 
p^c 



__ al){p — b) 



ab[p — à) 
ahp 
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SI nous substituons ces valeurs dans la formule (XI), nous verrons que 



i6^S' = — 



I 

bcp 

bc(p — c) 

' . _ 

p — b p— b 

bcip — b) ca(p — a) 



p — c 



cajp — c) ab{p^b) 
p — a p — a 

cap ob(p — a) 

p-b 

abp 
P — o 



p-c 



abc 



Multiplions la première ligne successivement par les quantités , 

'-7 ) et retranchons les produits respectivement des trois der- 

p — b p — c *^ *^ 

nières lignes ; il nous vient 



i6SS'=- 



o 


I 


I 


I 




o 


I 


1 


I 


I 


bc 


— ca 


--ab 




I 


^bc 


ca 


ab 


I 


--bc 


ca 


ab 




I 


bc 


— ca 


ab 


I 


-bc 


— ca 


ab 




I 


bc 


ca 


-ab 



Le dernier déterminant se déduit du précédent en changeant d'abord 
les signes des trois dernières colonnes, puis le signe de la première ligne 
résultante. 

Dans ce déterminant multiplions les quatre colonnes respectivement 

par abcy a, 6 et c ; puis divisons par abc chacune des trois dernières 

lignes résultantes; le déterminant aura été multiplié par la fraction 

/rhc,ft,b,c ï M . j 

-7 7 — 5- = -7-; il Viendra, par suite, 

abc. abc. abc abc 





o 


a 


b 


C 


i6SS' = --abc 


I 


— i 


I 


I 




1 


I 


— I 


I 




I 


I 


I 


— I 




o 


a 


b 


C 


= — abc 


1 


—1 


I 


I 




o 


2 


— 2 


O 




o 


2 


O 


—2 



=s abc 



a 


b 


C 


2 


— 2 


O 


2 


O 


—2 



» 



ou 



iS&'=abc(a-hb'\-c). 

Si R est le rayon du cercle circonscrit au triangle donné ABC, on 
tara abc = 4 RS, ce qui donne 



tg» 
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§11. — Surface des triangles inscrits dans les courbes 

DU second degré. 



227. Surface du triangle inscrit dans la parabole j^= 2pXf 
les axes des coordonnées étant rectangulaires. — Dans la 
formule (VI) du n** 211 posons 6 = 90° et 



se 



elle devient 



8== 



4/> 



4/> 



2/> 



y y 



1p 



af'= 



* I 

2/> 



4/^ 






ou bien 



4/^ 






_ (r—y) (.r^— r) 
4/> 






le dernier déterminant étant égal à (7-+-j^)"-(j^4-y)=y— /> 
on a enfin 



(I) 



(r-/)(/-.r^)fr'-r) 



Nous pouvons donner une autre forme à cette expression. 
Désignons par a, a', ol" les trois côtés du triangle inscrit dans 
la parabole et par y, y', Y les cordes focales respectivement 
parallèles à ces côtés. Nous avons 

= (j'-r'T-i- ^ [y^-f'Y= [y-/Y [i H- ^^^^^-jf^} 



puis 



y=[-^+^)-^(^i^'^')=p^^'''+'^)' 
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Or, les abscisses des intersections de la corde focale 
avec la parabole Y'= aj^X étant données par l'équation 



OU par 



.,_,[,.l.r±^]x.Ç=o. 



on a 



il vient par suite 
Nous trouvons ainsi que 

Substituant ces valeurs dans la formule (i) élevée au carrée, 
nous obtenons l'expression 

(11) 8^=^ , , - 



Le carré du rayon du cercle circonscrit à ce triangle sera 



«>«''«*'»___ y// 



i6S' 8p 

221. Surface du triangle compris entre les trois tangentes 
menées en (^,j), (^Sj')» (^">y) à la parabole. — Les 
points d'intersection mutuelle de ces tangentes sont (*j 

a:,= \jx' x^y Xx = y^x" Xy x^ = ^xx', 

(*) DosTOR, Nouvelles Annales de Mathématiques t a* série, 1870, t. IX, p. 5a7, 
et 1871, t. X, p. 48. 

Do&TOR. — Déterm, i3 



ig4 LIYRB m. — CHAPITRB II. 

et, comme les abscisses peuvent se mettre sous la forme 



2p 2p 



2/; 



la surface demandée sera 



S = 



^P 



Sp 



I r-*-/ yy 



I y 






^p 



, y y y 



Calculant séparément ces deux déterminants > et ajoutant les 
valeurs obtenues, on trouve 



(iii) 






Ce triangle est la moitié de celui (I) qui a ses sommets aux 
points de contact des tangentes. 

Appelons r, r', r" les rayons vecteurs menés aux trois 
points de contact des tangentes, et c, c', c" les trois côtés du 
triangle circonscrit. Nous avons 



= ^(r"-r')'=^^(r"-r')'. 

Or nous avons trouvé au numéro précédent que 

et, comme p -t- 2a? = 2 r, il vient 

j 2r ipo(} o(}r 
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Nous trouvons ainsi que 

y 



195 



— 5 — 

r y 



a'» c'^ 






Substituons ces valeurs dans le quart derexpression(II) et 
nous obtenons 



(IV) 



s = 



8 rr't'' 



222. Surface du triangle déterminé par les trois centres 
de courbure de trois points (^,7), (^',7'), (^",/'') de la 
parabole /*= a/? a:. — Les coordonnées de ces centres de 
courbure étant 



4r* 



2/> 

4r" 



2/^ 

4^3 



?' /?« p^ 

la surface cherchée du triangle sera 



S=- 



P' 



I >»-+-3/» /» 
I p^-^Zf^ y 



6 






ou 



S= — 



P' 



o 7* — /» 7*— /• 



6 

p3 



7* — /* 7*— 7" 
7* -y ^_^. 



c'est-à-dire 



6 



■ s=--3(7-7')(r-r) 



Le dernier déterminant étant égal à 

(7 -^ /) (7* + 7/'-+- /") ~ [r -+- 7" ) [y"" + 7/ + /'J 

on trouve enfin 



^^^ ^ ^ " §7 ^^"■^' (/-r^) (7^-r) (7r' -1-/^+^7) • 

i3. 
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223. Surface du triangle inscrit dans Fellipse 

Désignons par x, y; x' ,y; x" ^ y' les coordonnées des trois 
sommets du triangle S; nous avons 



2S = 



d'où nous tirons, en divisant les trois colonnes d'abord 
par «,6, I ; puis par a, 6,. — i , 



X 


r 


I 


x' 


y 


I 


x" 


/ 


I 





X 


r 


I 




x 


r 




a 


b 




a 


b 


aS 


x' 


r 




aS 


x' 


/ 


ab 


a 


b 


I 


' ab 


a 


b 




x" 


r" 


■ 




x" 


y 




a 


h 


1 




a 


b 






— I 



— I 



Faisons le produit de ces deux déterminants, nous obte- 
nons le déterminant symétrique 



4S^ 



a^b' 



x"" 



b' 



XX Ti 
à} b' 



XX ■ yy 



XX 

11' 



// 



yr_ 
b' 



— I 



— I 



X 



'2 



XX 



// 



b' 

yf 



— I 



— I 



— I 



XX 

~a' 



// 






— I 



x'x" 



a^ 



X 



//j 



, r'r"' , 



— I 



Cela trouvé, remarquons que, les trois points donnés ap^ 
partenant à l'ellipse, nous avons 



X' y 

— h '4 — I 

a' b' 



x'^ /» 



a' 



b' 



— I 



X 



f7 



f" 



— 1=0. 



Désignons ensuite par a, a', a." les trois côtés du triangle, 
qui sont respectivement opposés aux sommets (^,j^'), (^Sy)» 
[x", 7^), et par ô, ô', ô" les demi-diamètres respectivement 
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parallèles à ses côtés. Le diamètre d, étant dirigé suivant la 
droite 



X — X 



rencontre la courbe aux points dont les coordonnées sont 



X^ = 



{x'- X"\' 



Ix'—xy 



V 



(^'-^'? (/-/') 






2 



\ a' 6' ) 

b'-f'Y 



• 2 



a' 



y "^~ b^ j' 



et, comme 



X^ + Y»=ô% (a7'-:r'^)'-h(/-'r)^ = «% 



il vient 



x'x" 



yf^ 



a^ 



'a' b* 26'' 



on a pareillement 



x'^x y^y a'' a:a:' yY 



OL 



//a 



«^ 



26" 



a' 



^h'"" 



Substituons toutes ces valeurs dans notre dernier détermi- 
nant, il devient, par* la multiplication de chaque colonne 
par — 2, 











a'" 


a!^ 













3 //a 


ô'» 




4S^ 

a^b^ 


IZ^ 


I 

8 


a"» 





a' 





nous en tirons 












(IV) 






S = 


«6 ora'a'' 





pour la surface du triangle inscrit dans Tellipse. 
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§ III. -- Surface du quadrilatère en déterminant. 

22<i.. Expression en déterminant de la surface du quadri- 
latère en valeur des coordonnées de ses quatre sommets. — 
Considérons le quadrilatère ABCD, dont nous désignerons la 
surface par Q; et soient x^ jr; Xi, j, ; x^j jr^; x^j j, les coor- 
données des quatre sommets consécutifs A, B, C, D qu'on 
rencontre en parcourant le périmètre dans le sens des x po^ 
sitifs. Menons la diagonale BD, qui décompose le quadrila- 
tère dans les deux triangles BCD et ABD. 

On sait que 



— (^tr»— J'^b), 





f Xt Xx 




I 


Xx JTx 


2BC1) = 


I x, ja 







^1 r« 




I ^8 Ja 




I 


Xl J3 




I X y 







X y 


2ABD — 


I X, y. 




I 


Xx JTx 




I JT, 7, 




I 


^» Tz 


il vient par s 


mile, en ajoi 


Litan 


II, 





[xxXz — XxX^]; 



2Q = 



I Xx jr, 

I Xi Xi 
Or il est aisé de voir qu'on a 

I 
o 
I 



o 
I 
I 



o 
I 
I 



X X 

Xx Ji 
07, J, 



Xx /i 




x^ Xi 




X% Js 





X 


r 




Xx 


y^ 




x^ 


r* 





I 
o 
o 
o 

o 
o 
I 

o 



o 
I 
o 
I 

o 
I 
o 
I 



X X 

Xx Ji 

Xt X2 

Xt 73 

X X 

Xi Xt 

Xt 7, 



mais ces deux déterminants ne diflfèrent que par leurs premières 
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colonnes; on obtiendra donc leur somme en ajoutant les 
premières colonnes, élément à élément, et en conservant les 
autres colonnes telles quelles. On trouve ainsi (*) 



(I) 



2Q = 



X 


o 


X 


r 


o 


I 


Xt 


r« 


I 


o 


or. 


r» 


o 


I 


^3 


r« 



225. Autre forme de Texpression de cette surface. — Si, 
dans le déterminant précédent, nous retranchons les deux 
premières lignes des deux dernières, nous obtenons aussi 



2O 



I 


X 


r 





I Xt 


r« 





Xy — X 


r»-r 





Xz — Xi 


r*—ri 



OU bien (*) 

(II) 



^0= 



*i ^t J3 / I 



226. Surface d'un 'quadrilatère quelconque ABCD, en va- 
leur des quatre côtés consécutifs AB = a, BC = 6, CD = c, 
Ï)A z=d et des deux diagonales AG = m, BD = /!• — Élevons 
nu carré les deux membres de Tégalité 



2Q=- 



X — X2 y — y 2 
x^—Xy 7, — j, 



iGQ^ = 



nous obtenons (105j, en multipliant chaque ligne résultante 
par 2, 



(') DosTOR, Archives de Mathématiques et de Physique, 187.^, t. LVI, p. i^o. 
— Nouvelles Annales de Mathématiques, 2* série, 18-/], t. XIII, p. ôSg. 
C*) DuSTOR, Archives de Mathématiques et de Phjrsique, 1874, t. LVI, p. 34^* 
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Or il est évident que 

de plus on a 

2(a? — X,) (^8—^1) +a{/— 7*,) (^3-/1) 

— a (or, or, -4-7,/,) -f- ^(or,^! -t-r^J')» 
mais les égalités 

(x —x,Y-h{y — j^,)»=a% (or,— or,)»-+-(7,— j^,)'=*'' 



donnent 



— 2(oro:i 

+ 2(o?|0?2 
— 2 ( 0?i 07» 
2(0:8^ 



rr») 

J3^) 






(^îH-r;)-ï-(^;+rî)» 

(^îH-rî)-(^î+r;)» 



de sorte qu'on trouve, en ajoutant, 

2(or — o;8)(o:s— or,) + 2(/-- j,) (7, — jj = «» 

La surface du quadrilatère sera donc 



— &*-!- c'— (/». 



i6Q'= 



ou 

(III) I6Q' 



2m' a^— 6'H-c' 
a»— 6*-+-c*— û?' 2n* 

2/wii n'— ^M- c'- 
rt'— è'-t- c*— rf' 2mn 



Celle expression revient à celle 

(IV) i6Q»=4m^/i'— (rt^— 6' -*- c»— rf')% 

que nous avons déjà donnée dans les Nouvelles annales de 
Mathématiques^ i'* série, 1848, t. VII, p. 69. 

227. Expression en déterminant de la surface du quadri- 
latère inscriptible en valeur des quatre côtés. — Si le que- 



9.0I 
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drilalère ABCD est inscriptible, on aura 

mn = ac 4- bd, 

=(6-f-cH-rf— a)(c-t-û^+a— 6)(rf-f-a-f-6— c)(a4-6-î-c— rf). 
Or le produit des deux déterminants 



A = 



a 
b 
c 
d 



b 

— a 

d 

c 



c 
d 

b 



d 

€ 
b 

■a 



i= 



I 
I 
I 
I 



I 
I 
I 
I 



I 

I 

— I 

I 



I 

I 

I 

— I 



étant 

— a- 

b- 

c 
d 



b 
a 
d 
c 



c 

d 

a 
b 



d 
c 
b 
a 



a- 
•b 

' c 
d 



b- 
a 

d 

e • 



c 
d 
a 
b 



d 
c 
b 
a 



a 
b 

• c 
d 



b — c ' 
a — d 
d-ha 
c-^b 



d 
c 
b 
a 



a 

b 
c 
d 



b- 
a- 
d 

c ' 



c 

d 
a 

b 



d 
c 
b 
a 



si Ton y divise les quatre colonnes par les quantités respec- 
tives 

i-f-c-r-rf—a, c-f-rf4-a — A, rf-+-a-f-4— c, a-hb-he — d. 



on verra que 



A5=f6Q' 



I 
I 
I 
I 



I 
I 
I 
I 



I 

— I 
I 

— I 



I 

— I 

— I 
I 



m&is on a évidemment 



I 


I 


I 


I 




I 


I 


I 


I 


I 


I 


— I 


— I 




— 1 


— I 


I 


I 


I 


— I 


I 


— I 




— l 


I 


— I 


1 


I 


— I 


— I 


1 




— I 


I 


I 


— 1 



=-a; 
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donc il vient i6Q'= — A, ou bien 



(V) 



i6Q' = - 



— a 


b 


c 


d 


b 


— a 


d 


c 


c 


d 


— a 


b 


d 


c 


b 


— a 



228. Surface du quadrilatère inscrit dans la parabole 
y^=: ipxy en valeur des coordonnées des quatre sommets.— 
Dans la formule (II) posons 



X -=. 9 0^1 = 9 ^1== > 

7.p Hp np 



ip^ 



elle devient 



2Q = 






=— (r-r0(rt~r3) 



r 



r» 

r* 



I 
I 



ou 

(VI) 



2Q 



(r — .n ) (ti — r^){r — Ti + r» — r») 



2 



pour la surface du quadrilatère inscrit dans la parabole, en 
valeur des coordonnées des quatre sommets consécutifs. 

§ IV. — Surface d'un polygone quelconque. 

229. Surface d'un polygone en valeur des coordonnées de 
ses sommets. — Soient ^i, j^i; ^a, ^2; ^3, jTsî • • •; «^i»» Xn les 
coordonnées des n sommets consécutifs A, B, C, . . . , K du 
polygone ABC. ..K, que l'on rencontre en parcourant le pé- 
timètre dans le sens positif. Transportons l'origine en un 
point situé dans Tiniérieur du polygone et ayant a, h pour 

coordonnées. Désignons par x\yx\\ ^'jj/a; ^sj/sî • • •? ^'n^Xn 
les nouvelles coordonnées des sommets. Puisque la surface S 
du polygone est égale à la somme des triangles OAB, OBG, . . •> 
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OKA, nous avons 



2o3 



iS = 



X. 



r^ 



X. 



X, 



-h. ..-4- 



X 



n 



Xn 



X. 



Remplaçons ces coordonnées par leurs valeurs en fonction 
des anciennes 



X , — X\ "~~" Cij **" 2 ~~" ^' "'"' ^t ^a — "^3 *"" > 



• • • > 



*/î — «S'a clj 

nous obtenons 



2S 



Xi — a Yx—b 
Xi — a jTi — b 



X2 — a jTi — a 
Xi—b j,— A 



or nous avons le déterminant 



Xx—a Xi—b 

% 

Xi — a y-i — b 



et de même 

Xi — a jTi — b 
xz^a y^—b 



Xx Ji 

^, y-i 

^7 Xi 



a Xx 
a x^ 



Xx 
Xi 



Xn— 




Xx — a jt— 6|' 


b 
b 


• 


a b 
a b 



«(/•— ra)"-*(^t— ^2), 



Xn—a Xn—b 
Xx — a X* — ^ 



Xi 


r» 


^3 


Ta 


Xn 


Tn 


Xx 


r< 



+ «(7,-^3) ^b[Xi'-X;^ 



^[X^ — X^) — b[^n— Xx)\ 



par conséquent, dans la somme de ces déterminants^ les mul- 
liplicateurs de a et de 6 se réduisent à zéro; donc il vient 



(I) 



2S = 



Xx 


r« 


-f- 


Xi 


X- 


4-.. 


.-+- 


Xn 


Xn 


Xi 


x^ 




Xi 


r* 






Xx 


r. 



Si les axes des coordonnées étaient obliques, il faudrait 
multiplier le second membre par le sinus de l'angle dès axes., 
pour avoir la double surface du polygone. 
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CHAPITRE III. 

LA DROITE ET LE PLAN« 



§ i. Direction des droites dans l'espace. — § II. Intersection des droites et des 
plans. — § m. Combinaison des équations générales qui représentent des 
plans donnés. — § IV. Plans passant par des points ou des droites données.— 
§ V. Droites et plans parallèles. — § VI. Droites et plans perpendiculaires.— 
§ YII. Distance du point au plan et plus courte distance de deux droites.- 
§ VIII. Application de l'identité de Lagrange au calcul des distances dans It 
Géométrie de l'espace. 



§ I. — Direction des droites dans l'espace. 

230. Relation entre les inclinaisons mutuelles de quatre 
droites OA, OB, OC, OD [fig*^) issues d'un même point 
de l'espace. — Afin de mieux distinguer ces angles enire eux, 
nouis représenlerons Tangle que forment deux quelconques 
des trois droites OA, OB, OC par celle des trois lettres a, 6, 
6% dont la majuscule correspondante manque dans la désigna- 
tion de ces deux droites. Ainsi nous poserons 

rangle BOC == «, COA = 6, AOB = c; 

et nous indiquerons l'angle que forme la droite OD avec Tune 
quelconque de ces droites OA, OB, OC par celle des trois 
lettres accentuées a', 6', c', dont la majuscule correspondante 
entre dans la désignation de cette droite, en posant 

rangle DOA=:a', D0B = 6', DOG = c'; 

de cette manière, les angles a et a' sont opposés, ainsi que 
les angles è et 6', c et c'. 

Choisissons le point pour origine des coordonnées et 
prenons les droites OA, OB, OC pour axes des x^ j, z. 
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2o5 



Sur la droite OD, à partir de Torigine 0, mesurons une lon- 
gueur OM égale à l'unité et désignons par Xyjy z les coordon- 
nées du point M. Si nous menons la droite MP(^g'. 4) parallèle 




à Taxe OC des z jusqu'à la rencontre en P du plan AOB des xy^ 
et par le point F, dans le plan OAB, la droite PQ parallèle à 
l'axe OB des 7, jusqu'à la rencontre en Q de l'axe OA des jt, 
nous aurons 

00 = 07, QP=r> PM = iJ. 

Cela fait, projetons la droite OM et la ligne brisée OQPM 
successivement sur les quatre droites OD, OA, OB, OC; nous 
obtenons les quatre équations 

— 1 -hxcosa'-Hjcosfc'H- -3C0sc' = o, 

— cosû'-l-ar -H^cosc -f- s cos6 = o, 

— cos6'H-o;cosc + r H--3cosa=o, 

— cosc'-Ha: cos6 H- jcosa -H -S =0. 

Eliminons les trois variables or, 7*, z entre ces quatre équa- 
tions, nous trouvons la relation 



(I) 



I cosa' cos6' cosc' 

cosa' I cosc cosfe 

cos6' cosc I cosa 

cosc' cos6 cosa I 



qui existe entre les six angles a, 6, c et a', 6', d que forment 
entre elles les quatre droites données. Dans cette relation 
nous avons changé les signes des éléments de la première 
colonne. 



!i06 
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Si nous développons ce déterminant, nous verrons que 
notre relation (I) revient à l'égalité 

/ sin*a cos*a'-i- 2 cosè' cosc' (cos6 cosc — cosa) 
(II) J -h sin'6cos*6'-i- 2COsc'cosa'(cosccosa — cosè) 

( -f- sin'ccos*c'-4- 2COsa'cos6'{cosacosft — cose) = r)', 

Oli 

(•) 



D'=: I — cos'a — cos*ft — cos^c -f- 2 cosa cosé cosc. 



231. Relation entre les trois angles que fait une droite 
avec les trois axes de coordonnées. — Désignons, suivant 
Tusage, par X, [x, v les inclinaisons mutuelles des axes de 
coordonnées OX, OY, OZ, de telle sorte que 



Tangle YOZ = X, ZOX == fi, XOY = v, 



et posons 

rangle DOX = a, DOY = (3, DOZ =7. 

Si nous appliquons ces notations à la formule (I), nous 
obtenons la relation 



(III) 



I ces a cosp cosy 

cosa I cosv cos/x 

cos^ cosv I cosX 

COS/X COS^ I 



= 0, 



= A'. 



cosy 
et, en effectuant, 

Icos'a sin'X H- 2 cos^ cosy (cos/x cosv — cosX) 
-+- CCS* (3 sin*/x -H 2 cosy cosa (cosv cosX — cosjtx) 
H-cos*y sin^v -+- 2cosacosP(cosXcosfx— cosv) 

où 

(V) A^= I — cos'X — cos*/x — cos'v H- 2 cosX cos/x cosv. 

Telle est la relation (III) qui existe entre les trois angles a, 
p, y, que fait une droite OD avec les trois axes de coordon- 
nées OX, OY, OZ, et les inclinaisons mutuelles >, [i, v de ces 

axes. 
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232. Sinus d'un trièdre. — L'expression précédente (V) 
joue un grand rôle dans la Géométrie analytique à trois di- 
mensions; elle se présente dans presque toutes les formules, 
lorsque les axes de coordonnées sont obliques. Elle est la 
valeur effectuée du déterminant 



(VI) A» = 



I cosv cas {JL 
cosv 1 cosX 

COSfJL cosX I 

et peut se transformer en produit. 
En effet, il est aisé de voir qu'on a 

A^= sin^/xsin^v — (cos/xcosv — cosX)' 

= (sin/xsinv-f- cosfz cosv — cosX) 

(2) \ 

X (cosX — cos/xcosv-H sinfxslnv) 

= [cos (fA — v) — cosX] [cosX— cos (/A -h v)]; 

et comme 

cos(/jL — vj— cosA=2sm sm ^j 

2 2 

cosA— cos {[Jt-'hv) = 2 sm sm > 

on trouve pour A' la forme remarquable 

(3) A'=4sm — sm*- sm ^ sm — ■ 

^ ' ^ 2 a 2 2 

Les trois angles X, /x, v sont les trois faces du trièdre formé 

par les axes des coordonnées; par suite chacun d'eux est 

moindre que la somme des deux autres, et leur somme est 

moindre que quatre angles droits : il s'ensuit que les trois 

A^^* A'M' W-4-V — X V4-X — a X-4-U — V 

demi-differences — > -y seront no- 

222 

siiives et moindres chacune que deux droits, pendant que la 

demi-somme sera aussi inférieure à deux droits; 

2 

donc les quatre sinus du produit précédent sont supérieurs 
à zéro. 
On conclut, d'après (2), que le carré (cos/x cosv — cosX)* 
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esl toujours moindre que sin'Xsin'v; ei, comme ce dernier 
carré n'est jamais supérieur à i, la quantité A' sera elle-même 
toujours comprise entre zéro et i; elle ne sera égale à Tunité» 
d'après (2), que si le trièdre esl trirectangle. 

Donc la racine carrée de A* ou A ne peut varier qu entre 
-—I et -\-iy en passant par zéro. 

Pour cette' raison, von Staudt [Journal de Crelle, l. XXIV, 
p. 162) a donné à la quantité A le nom de sinus du trièdre, dont 
les trois faces sont 1, ^i, v. 

233. Signification géométrique du sinus d'un trièdre. — 
Sur les trois arêtes OX, OY et OZ [Jig. 5) du trièdre formé 




par les axes de coordonnées, à partir de l'origine 0, prenons 
les longueurs OA, OB et OC égales à l'unité, et menons les 
droites BC, CA et AB; nous formons ainsi le tétraèdre OABC, 
dont le volume V s'obtient en multipliant la face OAB par le 
tiers de la perpendiculaire CD abaissée sur son plan du som- 
met opposé C. 

Appelons X', fx', v' les inclinaisons des trois arêtes OA, OB 
OC sur les plans OBC, OCA et OAB des faces opposées; nous 

aurons 

CD = OC sinCOD = sinCOD = sinv'; 

et, comme le triangle ABO est égal à 

i AO.BO.sinAOB= 1 sinAOB = isinv. 
2 22 



il viendra 



V= ^siiivsinv'. 
o 
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Cela établi, par le pied D de la hauteur CD, dans le plan OAB, 
menons EF perpendiculaire sur 06 jusqu*à la rencontre de 
OA en F; lirons DG perpendiculaire sur OA et joignons OD 
et £6; nous avons évidemment 

EF =: OF sin EOF = OF sin v, 
OD = OC sinCOD = OC cosv'= cosv', 

d'où 

, EF.OD 
sinv cosv = ^^ - • 

OF 

Or, le quadrilatère OEDG étant inscriptible, les deux angles 
DEG et DOG sont égaux; par suite, les deux triangles EFG 
et DFO sont semblables et donnent 

EF EG ., , EF.OD ^^ 

ou 

sinvcosv'r=EG. 

Maïs, OE et OG étant les projections de OC = i sur les droites 
OB et OA, on a 

OE = cosX, OG = cosfx; 

d'ailleurs Tangle EOG est égal à v; il vient donc, par le 
triangle OEG, 

sin'v cos'v' = EG = cos*> -h cos'/x — 2 cosA cos/x cosv. 

Nous avons ainsi 

sin^vsin'v' = sin'v (i— cos'v') =sin»v — sin^vcos'v' 

:= sin*v — (cos^X -f- cos^ [JL — 2C0S ï. cosfjt cosv), 
ou 

j sîn^vsin*v'=:i— cos'X — cos'jut 

I — •cos^v + 2cosXcos/xcosv = A*. 

Substituant cette valeur dans celle de V, nous obtiendrons 
la valeur 

(5) ^="6^ ^" A=:6V. 

DosTOR. — DéCerm. i4 
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Donc le sinus d'un trièdre est égal au sextuple volume du 
tétraèdre y dont trois arêtes contiguës sont égales à V unité et 
comprennent entre elles ce trièdre. 

Nous pouvons donner plusieurs autres expressions du sinus 
d'un irièdre. 

234. Expression du sinus d*nn trièdre en valeur d'une face et de 
rinclinaison du plan de cette face sur l'arête opposée. — L'éga- 
lité (4) nous fait voir immédiatement qu'on a aussi 

(VII) A= sinXsinV=sinfAsinp.'= sinvsinv'. 

Il s'ensuit que le sinus dun trièdre est égal au produit du sinus dune 
face par le sinus de rinclinaison du plan de cette face sur ï arête 
opposée, 

235. Expression du sinus d'un trièdre en valeur de deux faces et 
du dièdre compris. — Représentons par X, Y et Z les angles dièdres 
que comprennent entre eux les plans de coordonnées et qui sont adja- 




cents aux axes OX, OY et OZ [fig. 6). Le triangle rectangle CDG 

nous donne 

CD == CG sinCGD = OC sinCOG sinCGD 

ou 

CD = sinpsinX; 

et comme, par le triangle OCD, nous avons 

CD = OCsinCOD = sinv', 

il vient 

sinv'=sinpsinX 

et par suite 

sin V sin v' = sin fA sin v sin X. 

On a donc encore 

(YIII) A = sinfAsinvsinX = sinv sinX sin Y = sinXsinfi sinZ. 
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Ainsi le sinus dun trièdre est aussi égal au produit des sinus de deux 
faces par le sinus du dièdre compris, 

236. Sinus du trièdre supplémentaire. — Le trièdre supplémen- 
taire du trièdre OXYZ est terminé par les trois faces 

n — X, TT — Y, TT — Z 

qui comprennent entre elles les trois dièdres 

TT X, TT p, TT V. 

Si nous substituons ces valeurs dans les formules (V), (VI) et (3) du 
n*" 231, et que nous représentions par A' le sinus de ce trièdre supplé- 
mentaire, nous aurons les expressions suivantes : 

(IX) A'' = I — cos*X — cos' Y — cos'Z — acosXcosYcosZ, 

— I cosZ cosY 
cosZ —I cosX 
cosY cosX —I 

(XI) A'' = 4sinSsin(X-S)sin(Y-S)sin(Z-S), 



(X) A'»= - 



ou 



2S=X-f-Y-hZ — TT. 



237. Si nous faisons les mêmes substitutions dans les formules (VIU), 
nous aurons encore 

(XII) A'=sinYsii^sin>s=sinZsinXânp = sinXsinYsinv. 

238. Rapport du sinus d'un trièdre au sinus du trièdre supplé- 
mentaire. — Nous avons trouvé aux n"* 235 et 237 que 

A = sin|xsinvsinX, 
A'=sinYsinZsinX, 

d'où nous tirons, en divisant, 

.ç. A _ sjnfA sinv sinX 

^ ' A' "" sînY sînZ "sînX* 

11 est aisé de voir [fig, 7) que 

CD = CG sinX^ OC sinp sinX = sinfxsinX; 

on verrait de même que 

CD= sin).sinY; 

il vient donc 

sînX sinY = sin^ sinX, 



112, 

d'où l'on tire 

(XIII) 
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sinX 



_ 8^"!^ 



sinv 



siiiX siaY sinZ 



Ces égalités démontrent que, dans tout trièdrcy les sinus des faces sont 
entre eux comme les sinus des dièdres opposés. 




En vertu des égalités (XIll), la relation (6) devienf 

d sinX sinX sinX 



ou 

(XIV) 



A' sinX sinX sinX 

A _ sin X _^ sin /A _ sin v 
A' ~ sinX "" sin y ~" sin Z 



Donc le sinus d'un trièdre est au sinus du trièdre supplémentaire 
comme le sinus d'une face est au sinus du dièdre opposé, 

239. Expression du sinus du trièdre en valeur des trois angles 
dièdres. — Les deux égalités fournies par (XIV) 



sin \i ^, ^ sinv 

= — Ùl . A = 

sin Y ' sinZ 



nous donnent 



^2^ sin p sin y ^„. 
sin Y sin Z ' 



mais, en vertu de (VIII), nous avons 



smfx sinv = 



sinX' 



il vient donc, en substituant et en ayant égard à l'expression (XI), 



(XV) 



4 sin S sin (X ■- S) sin(Y-S)sin(Z -S) 
sin X sin Y sin Z 
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240. Expression du sinus du trièdre supplémentaire en valeur 
des trois faces du trièdre donné. — Les égalités tirées de (XIV) 

. , sinY . . , sinZ . 

A = -: A, A = -: A 

sinp sinv 

donnent aussi 

^,,^ SinY SinZ ^,. 

sm IX sinv ' 
et, comme en vertu de (XII) on a 

sinYsinZ = -r-r> 
smA 

il vient 

A* 

sinAsinpsmv 

ou, en ayant égard à l'égalité (3), 

fXVn ^; _ 4 sin/? sin f /? — > ) sin (/? — yx ) sin (/? — y ) 

~ sinXsinfxsinv 

où l'on a posé 2/7 = X -h p -f- v. 

241. Rapport du sinus d'une face au sinus du dièdre opposé. ■— 

Les égalités (XVI) et (XV) nous donnent 

A'sinXsin/xsinv _ sin/?sin(/? — ).)sin(^ — jx)sin(/? — v) 
A sinX SinYsinZ ~" sinSsin(X — S) sm(Y — S) sin(Z — S) * 



:? V ^ 



mais, en vertu de la formule (XIV), nous avons 

sinXsinpsinv _ A* ^ 
sinX sin Y sinZ ~ A'5 ' 

donc il vient, en substituant, 

.^-. . A2 _ sin^À _ sin/7 8inf^ — >.) sin(/? — fx) sin(/? — v) 
^ ^"^ Â^"'^ili^~ sinSsin(X-S)sin(Y-S)sin(Z--S)* 

242. Par les formules (VIII) et (XII), nous avons 

A' _ sin^p sin'v sin*X A'^ _ sin'Ysin'Z sin'X 
A'~~ sinY sinZ sinX ' A ~ sinpsinv sinX ' 

mais les égalités (XIII) nous donnent 

sinX sin)v 



sinYsinZ sinpsinv' 
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substituant dans les rapports précédents, on trouve que 



(XVIU) 



A« A'' 

--, = sinX sin/x sinv = -— = sinX sin Y sinZ. 

A '^ A 



Donc : I** le produit des sinus des trois faces d*un trièdre est égal au 
carré du sinus du trièdre divisé par le sinus du trièdre supplémentaire; 
2* le produit des sinus des trois dièdres d'un trièdre est égal au carré 
du sinus du trièdre supplémentaire divisé par le sinus du trièdre donné. 

Voir, pour plus de détails, le Mémoire que nous avons publié dans les 
Archives de Mathématiques et de Physique, t. LVIII, p. 1 13, sous le titre : 
Le trièdre et le tétraèdre, avec application des déterminants, 

Ik"^, Inclinaison sur l'un des axes de coordonnées de la 
droite perpendiculaire au plan des deux autres axes. — Sup- 
posons que la droite OD du n" 231 soit perpendiculaire au 
plan des yz, et proposons-nous de calculer son inclinaison « 
sur Taxe de œ. 

11 est évident que OD {fig. 8 ) est perpendiculaire à la fois 



Fig. 8. 




à Taxe des j et à celui des >g ; par suite on a cos P == o, cos y = o. 
La relation (III) dans ce cas 



I 


COS a 


O 





COSa 


I 


COSV 


cos (A 


O 


COSv 


I 


cosX 





cos (A 


cosX 


I 



o. 



Retranchant de la seconde ligne le produit de la première 
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parcosa, on obtient Tégalilé 



2l5 



cosa 



o 



o 



o I — COS'a COSv C0S(X 
o COSV I cosX 

O cos(x cosX I 
qui revient à 

I COSV cosX 
COSV I COS(X 

COS[l. cosX I 



I — COS^a COSV COS(X 
COSV I cosX 

cos[i. cosX I 



o, 



COS'^a COSV COSjx 

o I cosX 

O cosX I 



ou a 



o =A* — COS'a 



I cosX 
cosX I 
zii: A* — cos* a sin* X ; 

celle-ci donne 



= A* — COS'a(i — COS*X) 



(XIX) 



cosa riz 



sinX 



pour le cosinus de Tangle cherché. 
Cette valeur aurait pu se tirer immédiatement de la valeur de A, en y 



TT 



faisant X'= a. 

2 



2H. Angle de deux droites OD, OD' en valeur des incli- 
naisons de ces deux droites sur les axes de coordonnées. — 
Soient toujours a, p, y les angles que fait la première droite OD 




(fig. 9) avec les axes des coordonnées; a', p', -^' ceux que fait 



2l6 
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la seconde droite OD' avec les mêmes axes ; et 6 Tangle DOD' de 
ces deux droites. Sur la première droite OD, prenons OM == i et 
soient Xy j, z les coordonnées du point M. Projetons la lon- 
gueur OM et le contour OQPM successivement sur la droite OD' 
et sur les trois axes; nous formons les égalités 

— C0S6 -^^C0Sa'-f-7C0SP'-h^C0SY'=O, 

— COSa-h^ -hrCOSv -1- 5 COS (A = o, 

— cosp -h ^ COSv -h j 4-^cosXi=o, 

— cosy 4- ^cos[i.4- jcosX -f >s z^o; 

éliminons les trois variables œ, j, z entre ces quatre équations, 
nous obtenons la relation 



(XX) 



cos6 cosa' cosp' COSy' 

COSa I COSv COSfA 

COSp COSV I cosX 

cosY cos(A cosX I 
qui, étant développée, donne 



= o. 



(XXI) AîcosÔ^r: 



COSacoSa'sin^X 
cospcosp'sin2|x 
cosycosysin^v 



(cospcosp' 
(COS7COS7' 
(cosacosa' 



COS7 COS7') (COS/X COS V — COS>) 
COS a COS a') (COSV cos^ — COS/x) 

cospcosP') (cosXcosfx — cosv). 



Les deux droites sont perpendiculaires entre elles, si Ton 
a COS 6 = o et par suite 



(XXll) 



COS a' COSP' COS y' 



O 

COS a I COSV 

COSp COSV I 

COS Y cos|x cosX 



COS (A 

cosX 



==0. 



245. Angles que fait une droite donnée avec les trois plans de 
coordonnées. — Soient toujours a, p, 7 les angles que fait la droite OD 
{fig, 9) avec les trois axes de coordonnées et désignons par «, è, c 
ceux qu'elle fait avec les trois plans YOZ, ZOX, XOY. Si nous sup- 
posons que la droite CD' soit perpendiculaire au plan de yz^ nous au- 
rons (XIX) 



Ô = a, cosô = sin^, cosa'= -t^t? cosp'=o, 0037'= o. 

2 sin/ ' 
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La substitution de ces valeurs dans la formule (XX) donne 
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sinei 



sin> 
1 cosv cosp 
cos> 
I 



cosa 

cosp cosv I 

COS7 COS/x cos> 



= o 



ou 



sma 



1 cosv C0S|X 

cosv 1 cosX 

COSfA cosX I 



sin> 



COSa cosv COSjU 
cosp I COSA 

COS7 cos> > 



= o; 



on en tire 
(XXIII) 



Asin^f sinX 



COSa cosv COSfX 

cosp I cosX 
COS7 cos> I 



On a donc, en développant, 



AsinflsinX = cosasin2>4-cosp(cos>cos/x— cosv) -f-cos7(cosvcosX — cosjx), 

<XX1 V) I A sin ^ sin |x = cos p sin*fx -i- cos 7(003 /x cos v — cos X ) -h cos a (cosX cos p — cos v), 

Asincsinv = cos7sin2v-i-cosa(cosvcosX — cos ^a)-}- cosp (cos fA cosv — cos).). 

Si nous multiplions ces trois égalités Vespectivement par cosa, cosP, 
C0S7 et que nous ajoutions les trois produits, le second membre de T éga- 
lité résultante sera égal à A^ en vertu de la relation (IV), de sorte qu*il 
viendra 

iXXV) sina cosa sinX -+■ sin^ cosp sinp -f- sine C0S7 sinv = A 
pour une nouvelle expression du sinus du trièdre formé par les axes. 

â46. Tangente de l'angle «p que fait avec les trois axes de coordon- 
nées la droite également inclinée sur ces axes. — Si la ligne OD 
{fig. 9) est cette droite, nous aurons a = p = 7 = <p, ce qui transforme 
la relation (III) dans la suivante : 

I COS<p COS(p COS<p 

cos«p I cosv cosp 
cos<p cosv I cosX 
cos'y cosfA cosX I 

Pour résoudre cette équation par rapport à l'angle «p, divisons la pre- 
mière ligne et la première colonne par cos 7, puis remplaçons le premier 



o. 
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élément résultat 
dra ainsi 



COS*f 

tang* f -4- 1 



par son équivalent tang' f -h i ; l'équation devien- 



III 

O H- 1 I COSV COS/A 
-f-I COSV I cos X 
OH-I COSjX COSX I 



= 0, 



et donne 



tang^y I I I- 

O I COSV COSfA 

G COSV I cosX 

o COS/x cosX I 



I I I I 

I l COSV COSjx 

I COS V I 

I castA cos> 



cosX 



= o. 



Le premier terme revient à A^tang^y, tandis que le second, en vertu 



du n* 184, est égal à — 16 sin^ - sin» - sin* - • On a donc 



(XXVT) 



tang(p = 



. . X . fX . V 

4 sm - sm - sm - 

2 2 2 



^kl. Tangente de Tangle ^ que fait avec les trois plans de 
coordonnées la droite également inclinée sur ces plans. — 
Soit OD' la droite également inclinée sur les trois plans YOZ, 
ZOX, XOY. Si par l'origine nous élevons sur ces plans, et 
dans le sens des coordonnées positives, les perpendiculaires 
OX', OY', OZ', la droite OD' sera également inclinée sur ces 
trois droites, qui forment le trièdre supplémentaire de celui 
des axes. 

Par conséquent il nous suffira de remplacer dans (XXVI) 



ir 



les angles cp, X, (x, v et A par iC» ^ — ^> "^ -~ Y, ir — Z et A', 



pour avoir l'expression 



tang 



il-*) 



A' 



OU 



tang'J^nz 



A' 



X Y Z 

4 cos — cos — cos - 

2 2 2 
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Dans cette valeur, à la place de A', mettons son expres- 

X 

sion (XXII) et dans le résultat mettons, au lieu de cos — » 

Y Z 

sin — > sin -> leurs valeurs en fonctions des angles X, (i, v; nous 

trouvons que 

(XXII) tangip— — 



. A H- u-H V 

2 sin 



248. Le trièdre dont les trois faces valent ensemble denz angles 
droits. — Dans ce qui précède, supposons que 

nous trouverons facilement que 

(XXVin) co8X-hcosY-f-cosZ = i, 

X Y Z 

A = av^cosXcosfxcosv = atang— tang- tang-> 

J& ^ ^ 

A'= 2 sin* S cot - cot - cot - ? 

222 

(XXIX) { , «, 6. c 

tang- tang- tang- 

. JU A J* 

tangcp = ;t > 

tang+ = -- 



§ II. -— Intersection des droites et des plans. 

2l!i'9. Condition pour que deux droites se rencontrent. — 
1° Si les deux droites 

(A^r+Bj-hC^-t-Dmo, 
I A,a?-+-Bi7-f-Ci.G-hDi = o; 

( A' ;r -4- B' 7 -f- C 5 4- D' — o, 

^ ^ ^ i A> -+- b; j -+- c> -f- d; = o 

se coupent, les quatre équations seront satisfaites par les 



jf 
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coordonnées du point d'intersection. Éliminant donc les trois 
variables Xy j, z entre les quatre équations (i) et (2), consi- 
dérées comme simultanées, nous obtenons la relation de con- 
dition 



(1) 



A 


B 


C 


D 


A, 


B. 


c, 


l)i 


A' 


B' 


c 


D' 



a; b; c; d; 



= 0. 



1^ Supposons que les deux droites soient déterminées par 
les deux systèmes d'équations 



(3) 



(4) 



xr=.az-\- py 
y—bz-\-q\ 

X =11 a^z -\- p\ 
y z=i b'z -h q\ 



On ramènera ce cas au précédent, en mettant ces équations 

sous la forme 

— X -\-o y -\- az -\-p ^=^Oy 

o.x — y -\- bz '\- q -ruOy 

— X -\-o.y -h a'z -\-p' =iOy 
o.x — r -h b'z 



y 



o; 



éliminant Xy y et Zy on en tire la relation de condition 



(II) 



— I 





a 


P 




I 





— I 


b 


9 







— I 





a' 


P' 




I 





— I 


b' 


q' 








o a 



o a 



= 0. 



Si nous retranchons les deux premières lignes des deux 
dernières, nous obtenons l'égalité 



1 





a 


P 















I 


b 


Q 




a' 


a 


P'- 


-p 








a' — a 


p' P 




b' 


b 


q'- 


-q 








b' b 


q' q 













=:0, 
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qui revient à 

(III) 



a — a 



h' 



q — q' 



250. Intersection d'nne droite x=:az-^p, yz=ibz-\-q 
avec un plan A^-hBj + C^H-D^o. — Les coordonnées 
du point d'intersection satisfont à la fois à ces trois équations; 
or ce système peut s'écrire 

C>s + D H- kx H- B j =. o, 
— az — jt? -h ,rH-o.r=o, 



— hz 



o,x 



Bj 



o; 



éliminant o? et 7 entre ces trois équations, on obtient l'éga- 
lité 

C^ + D A B 



qui donne 



az — p 
hz — q 



C A B 

a I o 
601 



I o 
o I 



= 0, 



et, en développant 
(IV) z = ^ 

On trouve ensuite que 



kp ~\- B^ 
Aa-hB6 



D A B 

/? I o 
q o \ 



D 
C 



;r=: 



(B<7-f-D)a— (B^>-f-C)A> 
Aa-hB6-f-C 



> J==- 



(A/?+D)6-t-(Aa + C)7 
Aa-f-B^H-C 



251 . Intersection de trois plans 



(5) 



kx H-Bj 
k^x H- B'j 



C^ -f-D =0, 

Gz 4- D' = o, 
ÇI^z 4- D^' =: o. 



i<* *Si ce5 trois plans se coupent en un seul et même point, 
les coordonnées de ce point d'intersection vérifient simulta- 
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nément leurs équations (5), L'élimination de jet 5 entre ces 

trois équations fournit immédiatement Téquation suivante 

en X : 

A^ 4-D B C 

A'x H- D' B' C =z o. 

A"^-+-D'' B'^ C 

Le premier membre est la somme de deux détermi- 
nants (56); par suite, cette équation revient à 



AO! 


+ B 


C 




D 


B 


C 


A'o; 


B' 


C 


■+- 


D' 


B' 


C 


A.'œ 


B' 


C 




D' 


B" 


c 



= 0, 



et donne, en mettant œ en évidence dans le premier terme (28), 

^(AB'C")-4-(DB'C'')=io. 

On trouve ainsi, pour les coordonnées du point d'intersec- 
tion, les valeurs 



(V) x = 



(DB^C") 

(AB'C) 



J = ~ 



{A'B'C) 



(AB^D') 

(AB'C'} 



2<» Si les trois plans (5) se coupent suiçant trois droites pa- 
rallèles, les valeurs (V)des coordonnées seront infinies, ce 
qui exige que Ton ait(AB'C'0 = o et que chacun des trois 
déterminants (DB'C"), (AD'C''), (AB'D'') soit différent de 
zéro. 

3<* Si les trois plans {5) se coupent suivant deux droites pa- 
rallèles^ deux de ces plans, par exemple les deux derniers, 
seront parallèles ; on aura dans ce cas 

k'—mSJy ^"=m^\ Çr^mÇJ 

et D" différent de mD'. Le premier déterminant devient 
ainsi 



A 


6 


C 




A 


B 


C 


.A' 


B' 


C 


m 


A' 


B' 


C 


m A' 


mB' 


otC 




A' 


B' 


c 



et se trouve naturellement nul, comme ayant deux lignes 
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identiques (26), tandis que les trois autres se changent en 



m 



D 


B 


C 




A 


D 


C 




A 


B 


D 


D' 


B' 


c 


, m. 


A' 


D' 


C 


, m 


A' 


B' 


D' 


D" 










D" 










D" 


-■-' 


B' 


c 




A' 


JL^ 


C 




A' 


B' 


•A^r 


m 










m 










m 



et sont nécessairement différents de zéro. 

4** Enfin, si les trois plans {^) se coupent suivant une^eule 
et même droite, les valeurs des cordonnées du point d'inter- 
section seront indéterminées et Ton a en même temps 

(AB'C'') = o, (DB'CO^o, (AD'B'0 = o, (AB'DO = o. 

11 est à remarquer^que deux quelconques de ces quatre 
relations entraînent forcément les deux autres. 

Les réciproques de ces quatre cas sont vraies et s'établis- 
sent facilement. 



III. — Combinaison des équations générales 

QUI REPRÉSENTENT DES PLANS DONNÉS. 



252. Relation identique entre les premiers membres des équations 
de quatre plans et leurs déterminants. — Prenons les équations de 
quatre plans 

P = Ajc -h Bjr + Cz -f- D = G, 

P' = K'x -H B'jr -f- G'z -h D' = o, 



(I) 



P" = A"x -f- BV -H G"3 -H D" = o, 

P'" = A'"^ -4 W"y -+- Q!"z -f- D'^' = o. 

Nous avons évidemment 



D A B C 

D' A' B' C 

D" A'' B" C" 

D'" A'" B'" G"' 



A B G D 

A' B' G' D' 

A" B" G" D" 

pjn ^m ç,n jym 



= O, 



puisque, pour passer du premier déterminant au second, il faut effectuer 
trois permutations de deux colonnes consécutives, ce qui change le signe 
du déterminant sans en altérer la valeur. 
Dans le premier déterminant, nous pouvons ajouter à la première 
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colonne les trois suivantes, multipliées respectivement par x^ y et z; 
nous obtenons ainsi Tégalité 



Ax -hBjt H-Cz -hD 


A 


B 


G 




A 


B 


G 


D 


A'x -H B'jr -+- G'z -h D' 


A' 


B' 


G' 




A' 


B' 


G' 


D' 


k'x -h B'jr + G'z -f- D" 


A" 


B" 


G" 


-4- 


A" 


B" 


G" 


D* 


Arr-4-B'">-hC"'z-+-D"' 


A'^' 


gr« 


ç,„ 




A'" 


B'" 


G'" 


D'" 


II 

• 


P A B 


G 




A 


B 


G 


D 








P' A' B' 


C 




A' 


B' 


G' 


D' 








P" A" B" 


C" 


H- 


A" 


B" 


G'' 


D" 


0. 






^m ^m ^m 


G'" 




A'" 


B" 


G'" 


D'" 







= 0, 



Développons le premier membre suivant les éléments de la première 
colonne ; nous transformons notre identité dans la suivante : 



A' 
A" 
A'" 



B' 
B" 



G' 

G" 



P' 



-P 



m 



A 

A" 
A'" 

A 

A' 

A" 



B 

B" 

B'" 

B 

B' 

B" 



G 

G" 
G'" 

G 
G' 

G" 



P" 



A 

A' 
A'" 



B 

H' 

B" 



G 
G' 

G'" 



A 

A' 

A" 
A'" 



B 
B' 
B" 
B'" 



G 

G' 

G" 



D 

D' 

D" 

D'" 



= 0. 



Dans le second déterminant, nous pouvons amener la première ligne 
au troisième rang par deux permutations de deux lignes consécutives, ce 
qui n'altère ni la valeur ni le signe du déterminant ; dans le troisième 
déterminant, nous pouvons de môme amener la troisième ligne au pre- 
mier rang par deux permutations de deux lignes consécutives. Notre 
identité (i) pourra donc s'écrire 



(I) 



A' 


B' 


G' 




A" 


B" 


G" 






A'" B'" G"' 




A" 


B" 


G" 


P' 


A'" 


B' 


G'" 


^.p« 


A B G 




A"' 


B" 


G"' 




A 


B 


G 




A' B' G' 










p/w 


a' 

A' 

A" 


B 

B' 

B" 


G 

G' 

G" 


H- 


k 


L B G r 

l' B' G' r 


) 



- 0, 



ou, en faisant usage de la notation abrégée, 
(11) P(A'B"G'0— PWB"'G)-4-P'\A'''BG')— P'"(AB'G'')-+-(AB'G''D") 
G'est la relation que nous voulions établir. 



= 0. 
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253. Relation identique entre les premiers membres des équations 
de trois plans et leurs déterminants. -> Dans la relation (I), que nous 
venons de trouver, supposons que Féquation du quatrième plan P'" = o 
devienne x-{-jr-hz= o, de sorte que 

A'''=B"'= ^'=1 et D"'=o; 

la relation elle-même deviendra 



A' 


B' G' 




A" 


B" 


C" 






I I I 




A'' 


B" C 


-P' 


r 


I 


I 


H-r 


ABC 




I 


I I 




A 


B 


C 




A' B' C 




• 


-(•2^ H-/ 


■^Z) 


A 

A' 
A" 


B 

B' 

B" 


c 

c 
c 


-H 


A B c D 
A' B' a D' 
A" B" C" D" 


















I I I o 1 



= o, 



ou bien, en ramenant au premier rang les lignes à unités, 



I 


I 


I 




A' 


B' 


C 


-h F 


A" 


B" 


C 





I 


I 


I 




A" 


B' 


G" 


-hV 


A 


B 


G 





I 
A 



I 
B 



(lU) 



= (x -hf-^ z) 



A 


B 


G 




A' 


B' 


G' 


•4- 


A" 


B" 


G" 





I 
A 



A' B' 
I I 
B G 



I 

G 

G' 

o 

D 



A' B' G' D' 
A" B" G" D" 



G'est la relation cherchée. 



254. Théorème I. — Lorsque (rois plans P = o, P' =• o, P''= o j^ cou- 
pent suivant une seule et même droite, on peut trouver pour X, X', X" des 
valeurs constantes et finies^ de manière que Von ait identiquement 

(IV) XP-f-X'P'-f-X''P"=o. 

En effet, si les trois plans se coupent suivant une même droite, les 
quatre déterminants (A B' G"), (DB'G"), (AD'G"),tAB'D") sont nuls (251); 
par suite, dans la relation (III), le premier terme du second membre est 
nul; le second terme, dont le développement est (BG' D")— (AG'D'O-hCAB'D"), 
ou (DB'G") -4- (AD' G") -h (AB'D"), se réduit aussi à zéro; donc la rela- 
tion (lU) devient 

III 
A' B' G' -4-Jf A" B' G" -f-r A B G =o: 

A" B" G" 

DosTOR. — Déterm, i5 





I 


I 


I 




I 


I 


I 


-4-r 


A* 


B" 


G" 


-f-P" 


A 


B 


G 




4 


B 


G 




A' 


B' 


G' 



A 


B 


C 


D 


A' 


B' 


C 


D' 


A" 


B" 


C" 


D" 


A'" 


g,;/ 


G"' 


D" 
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ce qui donne pour les constantes \ V, Y les valeurs finies 

/ ^ =B'G''— C'B"-+-C'A"— A'C-f-A'B"— B'A", 
(V) I V = B'C — C"B -f- CA - A"C -+- A"B - B"A, 

( >" = BC — CB' -+- CA' — AC -+- AB' — BA'. 

255. Condition pour que quatre plans P = o, P'= o, ?"= o, P"' = 
se coupent en un seul et même point. — Les équations de ces quatre 
plans (i) devront être vérifiées par un même système de valeurs pour les 
coordonnées ^r, j, z ; par suite, ces équations seront compatibles ; il fau- 
dra donc que leur déterminant soit nul . On obtient ainsi la relation de 
condition 



(VI) 



ou (AB'C'D'") = o. 

256. Théorème II. — Lorsque quatre plans P = o, P' = o, P" = o, P'"=o 
passent par un seul et même point, on peut tmuver pour X, \\ X", V des 
valeurs constantes et finies, de manière que l'on ait 

(VII) XP-h VF-h X"P"-hy"P'"^ o. 

En effet, si les quatre plans (i) se coupent en un seul et môme point, 
le dernier terme de l'identité (I) est nul en vertu de la condition du nu- 
méro précédent; on a donc entre P, P', P* et P'" la relation 

P( A'B"C"') — P'(A''B"'C) -h P^IA^^BC) - P'''(AB'n = o, 
ce qui donne pour les constantes X, X', X" et X'" les valeurs 

X == A'(B"G'''- G"B"') H- A"(B'''G'— G'"B') -f- A'"(B'G"- C'B"), 

1 -X' = A''(B'"G-C'"B)-+-A'''(BG''--GB'')-4-A(B''G'"-CV), 

^' ■* ^ X" = A'"(BG' - GB') -h A (B'G''^ - G'B'") -+■ A' (B'^'G - C"B), 

-X"'= A (B'G" - G'B") + A' (B"G - G"B) -f- A*(BG' - OB'). 



§ IV. — Plans passant par des points ou des droites 

DONNÉES. 

257. Équation du plan passant par trois points donnés. — 
Le plan 

I) 4- A^+ Bj 4- C5=:0 

passera par les trois points Mi(a:i, j^, ^i), Mj(^2> Xs> ^î)> 
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Ms(a?s, /3, 53), si l'on a en même temps 

D H-A^i4-Bji4-Ciîi = o, 
D -h A j?2 -h B jK, -h Czi -- o, 
D H- A^3 --h Bja -h C23 = o. 

Ces quatre équations sont homogènes par rapport aux coef- 
ficients D, A, B, C; pour qu'elles soient compatibles, il faut 
et il suffit que leur déterminant soit nul (131 ), c'est-à-dire que 
l'on ait 

/ 

ri 



(I) 



I 
I 
I 
I 



^1 
^1 



-«2 



^3 /3 



= 0. 



C'est réquation du plan cherché. 

Cette équation exprime aussi la condition nécessaire et 
suffisante, pour que les quatre points M (^,j, ^),Mi(^i, ji,<Si), 
M2(^2,jKî>^2)> M3(^3, 73,53) soient situés dans un même 
plan. 

258. Équation du plan passant par deux droites parallèles. 
— Supposons que les deux parallèles, passant Tune par le 
point Mi(^i,7i, Zi) etl'autre par le point M2(^2,72> ^2)» fas- 
sent avec les axes de coordonnées les angles a, p, y. 

Si les axes sont rectangulaires, un second point M' de la 
première parallèle sera déterminé par les coordonnées 

x' =zûCi-\- p COSa, 

/ — Ji-Hpcosp, 
5' r=5i -h p cosy. 

où p désigne la distance MiM' des deux points Mi et M' de la 
première parallèle. 

Le plan cherché, passant par les trois points Mi, M2 et M', 
sera représenté par l'équation (257) 



I 


o? 




7 






I 


^1 




7i 






I 


[^2 




72 






I 


0?, -Hpcosa 


7i 


-hpCOS 


p 


-Sîi-HpCOSY 



- o, 
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qu'on peut simplifier. Pour cela il suffit de retrancher la se- 
conde ligne de la quatrième et de diviser par p la ligne résul- 
tante. On trouve ainsi 



I 


X 


X 


Z 


I 


^1 


Ji 


^i 


I 


^1 


J2' 


^2 



(II) . ^, y. -. ^^ 

O COSa COSP COSY 

pour réquation du plan demandé. 

259. Équation du plan passant par deux droites concou- 
rantes. — Soient ^o> :^*o> ^o les coordonnées du point d'inter- 
section Mo des deux droites; et a, p, y, a^, p', y' les angles que 
font leurs directions avec les trois axes de coordonnées sup- 
posés rectangulaires. Les coordonnées - 

O^oH-pCOSa, jo+pCOSP, ^o + pCOSY 

seront celles d'un second point M de la première droite, éloi- 
gné du premier Mo d'une longueur p, et 

^o-+-p'COSa', joH- p'cOSP', ^Sq-Hp'cOSy' 

seront les coordonnées d'un second point M' de la deuxième 
droite, éloigné du premier M© d'une longueur p'. 

Le plan demandé, devant passer par les trois points Mo, M 
et M', sera représenté par l'équation 



^0 

p cosY 
p'cosY 



o. 



I X y 

I ^0 7o 

I o^o+pCOSa Jo + pCOSP So 

I ^0 + p' COS a' jo + p' COS p' Zq 

Retranchant la seconde ligne de chacune des deux sui- 
vantes et divisant par p et p' les deux lignes résultantes, on 

trouve 

\ X y z 

I ^0 y^ -^0 

o COSa cOSp COS Y 
o COS a' COSP' COS y' 

pour l'équation du plan cherché. 



(IIl) 



Là droite et le plàx. 
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§ V. — Droites et plans parallèles. 



260. Condition pour que trois droites soient parallèles 
à un même plan. — Les trois droites 



X — p y — q z — /' 



a 



(I) 



] x—p' _ y — g' _ z—r 
a' b' ~~ c' 

X — p" y — g" jz — /• 



./ 



a' 



b" 



seront parallèles à un même plan 



(2) 



Ax H- By H- C>s H- D = o. 



si Von a en même temps 

Aa 

A a' 

A a" 



Bb 
Bb' 
Bb" 



Ce =10, 
Cc' = o, 

Cc'zzzo. 



Ces trois équations du premier degré sont homogènes par 
rapport aux coefficients A, B, G de Téquation du plan; pour 
qu'elles soient compatibles, il faut et il suffît que leur déter- 
minant soit nul. La condition demandée est donc 



(i) 



a 



a' 



a 



b 
b' 
b" c 



n 



= 0, 



261. Condition pour que trois plans soient parallèles à 
une même droite. — Les trois plans 



(3) 



Ax 

A'x 
A''x 



By -hC-z -hD =0, 
By + Gz + D' = o, 

B'>--hG^^4-D"=:o 
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seront parallèles à la droite 



(4) 



a b 



si Ton a simultanément 



ka -\-Bb -i-Cc =0, 
A'a -h B'^ -h Ce = o, 

K"a + Wb -h Ce r= o. 

Éliminant aei b entre ces trois équations, on trouv( 



(2) 



ABC 

A' B' C 
A" B" C" 



pour la relation demandée 

262. Plan mené parrorigine parallèlement à deux droites 
données. — Si le plan 

(5) A^-hB/-HC^=::0 

doit être parallèle aux deux droites 

X — p y — q z — r 

=ZZ — 7 — y 

abc 
œ — p' y — q' z — r' 



a' 



b' 



on devra avoir en même temps 

Aa -f B6 -h Ce — o, 
Aa'+B6'-hCc'=:o. 



(6) 



Éliminant A et B entre les trois équations (5) et (6), on 

trouve 

X y z 

a 6 c 3ZI o 



(III) 



a' V c' 



pour réquation du plan demandé. 
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263. Plan mené, par une droite 
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(7) 



P =z Ao? -h Bj + C2 -h D nz: O, 

P'r= A'^4- B'j-^ az-^D'=o, 



parallèlement à une autre droite 



(8) 



\ P-^zziA'^^-f-B^-hC^iî 






rrro, 



:=0. 



Le plan cherché, devant passer par la droite (7), est repré- 
senté par une équation de la forme P — XP'z=z o ou par 

(9) (A— XA')^-l-(B — XB07-l-(C — XCO--^(D — XD')::=o. 

Pour que ce plan (9) soit parallèle à Tintersection des deux 
plans (8), il faut et il suffit que les trois plans 



(10) 



(A — XA')^-h(B 
A'^ H- B> + C'z 



XB')7-+-(C — XGO- = o, 
o, 



> » 



o, 



menés par Torigine parallèlement aux trois plans (9) et (8), 
se coupent suivant une seule et même droite; il s*ensuit que 
les trois équations homogènes (10) doivent être satisfaites par 
les mêmes systèmes de valeurs pour ^, /, z, qui vérifient les 
équations de cette droite. Il faudra donc que le déterminant 
des équations (10) soit nul ou que Ton ait 



A'' 
A"' 

On en déduit Téquation 



A — XA' B — XB' G — XC 



B" 
B'^ 



C 

C 



=zO, 



A 


B 


C 




A" 


B" 


G" 


X 


A' 


B" 


C 





A' B' 
A' B' 
A'^ B'^ 






zzziO, 



qui donne 



Xzz: 



(A'B^'C^) 
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Substituant dans Téquation (9), on trouve 



(IV) 



A ^ H- B j H- C^ -h D k'x-^ Wy -4- C'z -+- D' 



(AB"C^) 



(A'B'^C''') 



pour l'équation du plan demandé. 



264. Si, dans cette équation, nous faisons disparaître les 
dénominateurs, et que nous ordonnions par rapport aux va- 
riables, nous pourrons lui donner les formes suivantes : 



. [A(A'B''G'0-A'(AB"C'0]^4-[B(A'B''C'0- B'(AB'^C'")]/ 
[G(A'B''C'")-C'(ABT'^)]^ -f-D(A'B'^C'") — D'(AB''C'0 = o, 



(V) 



+ 



A 


A 


B 


C 


A' 


A' 


B' 


C 





A» 


B' 


C 





A" 


B" 


c 


C 


A 


B 


c 


G' 


A' 


B' 


c 





A" 


B' 


c 





A" 


B" 


C" 



X 



B 


A 


B 


G 


B' 


A' 


B' 


G' 





A" 


B' 


C 





A' 


B* 


G" 


A 


B 


G 


D 


A' 


B' 


G' 


D' 


A' 


B» 


G' 





A' 


B" 


G" 






y 



=0, 



(VI) {hd —cV)x + {ca'—ad)y 4- («6'— ha')z -h = 0, 



en posant 



(II) 



BC — CB' ■=:. a, B ' G ' — G" B^" 

CA'— AG'=:^ G^A'" — A'^G^ 

AB' — BA'= c, A'^B'^— B'^A'^ 

A B G D 

A' B' G' D' 

A" B" G'' o 



a', 



(D = 



m 



B 



m 



^m 



O 



265. On trouverait de même que le plan, mené par la 
droite (7) parallèlement à la droite (8), est représenté par 
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chacune des trois équations 

(VII) ^"^ "^ ^"^ "^ ^"^ "*" ^' ^""-^ ^ ^"^ "^ ^""'^ 
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(VIII) / 



j)r 



(A^flC) 




(A' 


'BG') 


/ 


A B 


C 




o 


A 


B G 






A' B' 


C 


/'«^S 1 


o 


A' 


B' C' 






A' A" B" 


G" 


X-\r 


B" 


A' 


B' G" 


<1 




A' A* B" 


G" 




B* 


A' 


B" G" 




( 


A B 


G 




A 


B 


G o 




-h 


B' A' C 
G" A" B' 




C" 


■o 


A' 
A' 


B' 
B' 


G' 
G» D' 


( 


, 


C A" B' 


G" 




A" 


B» 


G' D" 





(IX) ( bd — cb') x-^{ca'— ac')y -^ {ab' — ba') — (D' := o. 



où l'on a posé 




A 


B 


G 


o 


(12) 


ÛD'- 


A' 

A' 


B' 
B" 


G' 

G' 


o 
D" 






A' 


B" 


G' 


D" 



266. Les deux plans (V) et (VIII) sont évidemment paral- 
lèles, puisque, les sommes des coefficients des mêmes va- 
riables étant nulles, ces cofficients sont égaux et de signes 
contraires dans les deux équations (V) et (VIII). 

267. On peut arriver aux mômes résultats de la manière suivante : 
nous avons entre les quatre équations (7) et (8) la relation iden- 
tique (25-i) 

PIA^B^C'") — P'(A''B'"C) -+-?''( A'^BC) - P'^fAB^") = - (AB'CDT; 

par conséquent, les premiers membres des deux équations 



(i3) 
(i4) 



P(A'B"G'")-P'(A"B"'C) = o, 
P^IA^^BC') — P'"(AB'C") =0 



ne diffèrent que par une constante (AB'C'D"'); donc ces deux équations 
représentent deux plans parallèles. 
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Ainsi le plan (i3) ou 

r 

kx -4- B/H- Cz H - D _ A\r -h B>-f- C^z -^ D' 

(AB"C) ~ tA'B"C") 

passe par la droite (7) et est parallèle à la droite (8), tandis qiîe le 
plan (14) ou 

A"47 -f- B"r -h G" 3 -^ D" A'" jc -f- B'V -^ C"'s + D'" 



(A^bC) (A'"BC') 

est mené parla seconde droite (8) parallèlement à la première (7). 

§ VI. — Droites et plans perpendiculaires. 

268. Condition de perpendicularité de la droite et du 
plan. — Supposons que la droite 



a o c 

soit perpendiculaire au plan 

(2) Aj^-hBr-f-C^-H D = 0. 

Si, par Torigine des coordonnées, nous menons une paral- 
lèle à la droite donnée (i), les équations de cette parallèle 
seront 

- — 2^ = î. 

a b c 

Par le point I de cette dernière droite, dont les coordonnées 
sont a, b, c, conduisons un plan parallèle au plan donné (2), 
réquation de ce plan sera 

(3) A^-f-Bj-f-G^ — Aa-f-Bè-hCcz=D'. 

Posons 01=: e« et soient a, p, -y les inclinaisons de la 
droite 01 sur les trois axes de coordonnées. Représentons 
d'ailleurs par /, m, n les distances à Torigine des points L, M,N 
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où le plan (3) coupe les trois axes de coordonnées, de sorte 
que 

, D' Aa^Bb~hCc 

^=A = r—' 



D' 

'" B 

D' 


Aa-hBb-hCc 


B 

ka + Bb-hCc ^ 


c 



Comme 



il vient 



a =: / cosa = m cos p = « cosy> 



, -^ Au _ Bu Cu 

(4) COSa^i— , C0SP=-^;, C0SY = -g7- 



Projetons la droite u successivement sur les trois axes de 
coordonnées, ainsi que le contour formé par les coordon- 
nées a, by c de son extrémité I; nous formons les trois équa- 
tions 

u cosa r^a-\- b cos V -\- c cos [a, 

u cos p = a cos V + ^ -h c cos X, 

u cos Y = a cos [x + 6 cos X -i- c, 

qui, eu égard aux valeurs (4), reviennent à 

-jvp = a -h 6 cos V -h c cos [X, 

(5) { -jTT- =aCOSv -f- t>H-CCOSA, 

-— = a cos [X -h 6 cos X -h c. 

Si nous multiplions ces trois égalités respectivement par a, 
6 et c et que nous ajoutions, nous trouverons que les relations 
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de conditions demandées seront 

M* a' -h 6' -h c' -f- 2 bc cos X H- 2 ca cos \x-^ 2ah cos v 



(I) 



D' Aa-\-Bb^Cc 

^ a-\- b cos V -4- c cos \l 
~ Â 

a cosv + è -h c cosX 

~ B 

a cos fx + è cos \-\- c 



Ces conditions peuvent s'obtenir sous une autre forme. 
Entre les trois équations (5), éliminons 6 et c; il nous 
vient l'équation 





COSV 


COSfX 


Bw« 

-rp- +acosv 


I 


cosX 


Cw« 

-yrT- -i-aCOSlJL 


cosX 


1 



dont le premier membre est la dilBférence de deux détermi- 
nants. On en déduit par suite 



a cosv cos[i. 

a cosv I cosX 

« 

acosfx cosX I 









cosv 



COSfX 

cosX 



cosX 



= o, 



ou bien 



a 



1 cosX COSJA 
cosv I cosX 

COS{Ji. cosX I 



_ 



A cosv COS[x 

B I cosX 
C cosX I 



Nous trouvons ainsi, en développant, une nouvelle exprès- 
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sion des relations de condition 
D'A* Asin*X •+- B(cosXcosfA — cosv) -hC(cosvc6sX — cos(x) 



tt* a 



t\\\ { _ Bsin'p-H- C(cosp.cosv — cosX)h- A(c oslcosfJi-- cosv) 

Csin'v -h A (cosv cosX — cosfx) ■+- B(cosjjlcosv — cosX) 



§ VIT. — Distance du point au plan et plus courte distance 

DE deux droites. 

269. Distance d'un point à un plan (^). — Soient 

(i) \œ-hBy-hCz-\-l)—o 

réquation du plan; x',y'y z' les coordonnées du point donné P; 
p la perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan (i), et 
a, p, Y les inclinaisons de cette perpendiculaire sur les trois 
axes de coordonnées. 

Par le point P menons le plan parallèle au plan (i); son 
équation sera 

(2) Ao? + B j + G^ — kœ'-\- B/ 4- C^'. 

Les deux plans (i) et (2) coupent les axes de coordonnées 
aux distances de Torigine respectivement égales à 

D , D D 

«^^_, b^-^. '^-'C 



nt 



a' =z 



c' = 







A 




kx' 


-H 


Br'+ 


C-' 






B 




kx' 


-1- 


Br- 


cy 



(') D08TOB, Archives de Mathématiques et de Physique, 1875, t. LYII, p. 228* 
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D'après cela, il est évident qu'on a 

, , , A^'-hBr'-hC5'-hD 
/> = (a' — a)cosa=i ~ COSa, 

A 

p — {ljt'— 6)C0Sp=: -^ COSP, 

/>= {c — c) cosY=r —^ cosy; 



d'où nous tirons 



COSa =: 



cosp = 



cosY == 



kp 



kx' 



•Bp 



W 



kx' 



B/+Gs' 
Cp 



D' 



kx'-\-By'+Cz' + ï} 



Substituant ces valeurs dans la relation (III) du n<» 231; 
celle-ci devient 



I 

kp 



Ap 



Tlp 



r.p 



Ax'-i- By-H Cz'-h D Ax'-(- By-H Ca -+- D Ax'-(- B/-+- Cj'+D 



Ax'h- 


B/H- 

Bp 


Cz'-+- 


D 


Ax'-f- 


B/+ 
Cp 


Cz'-h 


D 



COSv 



Ax'-f- Bj'-f- Cz'-h D 



COSV 



COSfX 



COSfi 



cosX 



cosX 



Multiplions la première ligne et la première colonne par 
'■ ; nous obtenons 1 équation 



(A;r^-4-By^+C^^-hDV 

A 
B 



ABC 

I COSV COSjX 
COSV I cosX 
COSfX cosX I 



— o, 
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qui donne 

• 





A 


B 


c 




A 
B 


I 

COSv 


COSV 

I 


ces [A 

cosX 




C 


COS[x 


cosX 


I 



où A représente le sinus du trièdre formé par les axes de 
coordonnées. 
De régalité (3), nous tirons 



(I) P = 



(A^'-+-By-f-C5'-kD).A 



A^sin^X -h 2BC(cos[xcosv — cosX) 
B*sin2[x+ 2CA(cosv cosX — cos{jl) 
C* sin^v -h 2 AB(cosX cosfx — cosv) 




pour la distance demandée. 

La distance de Torigine au plan (i) s*obtient en po- 
sant œ' :=.yz=zz' ^z O dans (I); elle sera 



(II) 

en faisant, pour abréger, 



, DA 



(4) 



V 



A^sin^X -h 2BC(cos{ACosv — cosX) 
H-B'sin'[jt.H- 2CA(cosv cosX — cosfx) }=:H. 
C'sin'v H- 2AB(cosXcos[jt. — cosv) 



270. Distance d'un point à l'un des plans de coordonnées. 
— Le plan (i) se confondra avec le plan des j^, qui a pour 
équation ;2? := o, si l'on aB=:C~D — o. Dans ce cas, la for- 

A'x'*A* At' 

mule (3) se réduit à - — ; — — A* sin'X et donne p = -r-^ • 

/?2 smX 

Les distances p, q, r du point {x\ /, ^') aux trois plans de 

coordonnées x-j=iOy y .^Oy ^ = o seront donc 



(UI) 



A^' 

P^^ -r-T> 

smX 



Ay- 
^ sinfA 



«/ 



smv 
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271. Équation de la droite dont tous les points sont à 
égale distance des trois plans de coordonnées. — Si les dis- 
tances (III) sont égales entre elles, nous aurons entre les 
coordonnées du point {x', y, z') les relations 



x' y' z' 



sinX sinji. sinv^ 

ces équations représentent donc le lieu des points équidistants 
des trois plans ^ = 0, y=:oeiz=:o; ce lieu est une ligne 
droite ayant pour équation 

V 

(IV) 



sinA SiUfx sinv 

On trouverait facilement que les trois droites qui ont leurs 
points également éloignés des trois faces des trièdres OX'YZ, 
OXY'Z, OXYZ' sont représentées par les équations respec- 
tives 

X y z 



(V) 



-— sinX 




sin{A 


sinv 


X 




y 


z 


sinX 


— sin{A 


sinv 


X 




y 

sm{A 


z 


sinX 


— sinv 



279. Angle de deux plans donnés par leurs équations (*) 

Ax-hBy-i-Cz-hi) — o, A'^ -h B> 4- C'^ H- D' = 0. 

Soient/? et /?' les perpendiculaires abaissées de Torigine sur 
ces plans; a, p, y et a', p', y' les inclinaisons de ces perpendi- 
culaires sur les axes de coordonnées; nous avons évidem- 
ment 

A/? ,. Bp Cp 

COSa^i— -=^, COSP^::— -jy-j COS^ =r — -i^; 
(' ) DôSTOR) Archives de Mathématiques et de Physique, 1876, t. LVU, p. 23i. 
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2^1 



et 



f ,j 



COSa' =: — 



-^y COSp'=:— -^, COSy' = 






Si nous substituons ces valeurs dans la relation (XX) du 
n° 244, après avoir multiplié la première colonne par 

et la première ligne par y, cette relation deviendra 





DD'cose 
PP' 


A' B' C 






A 


I COSV COS[x 


— c 




B 


COSV I cosX 




» 


C 


COS [X COS X I 




et donnera 


" 




O A' B' G' 


,., DD'A^cose 

(5) -, = — 

PP 


A I COSV COS[X 

B COSV I cosX 






G cosfx cosX 


I 



= KS 



en faisant par abréviation 



K«=: 



(6) 



AA' sin*X -h (BC -h GB') (cosfx cosv — cosX) 
BB' sin'[x + (GA' 4- AG') (cosv cosX — cosfx). 
GG' sin'v -h (AB' -hBA') (cosX cosfx— cosv). 



Mais, en vertu de la formule (II), nous avons 



PP' 



DIVa^ 



par suite nous obtenons, en substituant dans (5), 



cos6 = 



HH' 



DosTuR. — Déterm. 



i6 
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OU, en remplaçant K, H et H' par leurs développements (6) 

et (4), 

AA' sinU H- (BC -h CB') (cos {x cosv — cosX) 
BB'sin«|x+(CA'+ ACO(cosvcosX — cosjx) 
CC'sin'v -f-(AB'4-BA')(cosXcosjx--cosv| 



(VI) cose 





X 




A* sin*X -H 2BC(cos[xcosv — cosX) 

B' sin'fji-f- 2GA(cosv cosX — cosjx) 

■4-C' sin'v -h2AB(cosX cosfjL — cosv) 

A'^sin^X H- 2BC(cosjji.cosv — cosX) 
B'^sin^jjL-h 2CA(cosv cosX — cosfji) 
C'^sin'v H- 2AB(cosXcos[x — cosv)/ 



273. Condition de perpendicularité de deux plans. — Elle 
s'obtient en posant cos6==o dans l'égalité (5), et sera expri-* 
mée par chacune des deux relations 



(VU) 



(VIII) 



o 


A' 


B' 


C 


A 


I 


cosv 


COS[x 


• 

B 


cosv 


I 


cosX 


C 


C0S[Jt. 


cosX 


I 



= o, 



AA' sin« X H- ( BC + CB') ( cos jx cos v — cos X ) 
BB' sin*[x -h (GA'-h AC) (cosv cosX — cosfx) 
ce sin^v -h(AB'+BAO (cosX cosfx— cosv)=:o, 



dont la dernière peut encore se mettre sous Tune ou Tautre 
des deux formes suivantes : 





/ A'[A sin'X H- B (cosX cosfx— 


-cosv) H- C (cosv cosX — 


-cos {il)] 


(IX) 


|-hB'[B sin*[x + C (cos fx cosv — 


- cosX) + A (cosX cos[x— 


-cosv)] 




( H-C'[C sin'v H- A (cosv cosX — 


- C0S{x)-hB(C0S[XC0SV — 


-cosX)]r:o 




• 
[ A [A'sin'X -h B'(cosX cos {x— 


•cosv)-4-C'(cosv cosX — 


■ COSfx)] 


(X) 


j H-B[B'sin'[x-hC'(cosfxcosv — 


cos X ) -4- A'(cos X cos p. — 


-cosv)] 




( -+-C [C'sin^v -h A'(cosv cosX — 


cos [x) -h B'(cos fx cos V — 


cosX)]-o 
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274. Plus courte distance des deux droites 

/ X l Aa7-hBj-f-G^-f-D zno. 



^ Par chacune de ces droites, menons un plan parallèle à 
Taulre droite ; nous obtenons ainsi les deux plans (IV) et (VII) 
des n«* 263 et 265. 

Il est évident que la plus courte distance des deux droites 
(7) et (8) est égale, en valeur absolue, à la différence 8 — 8' 
des distances à Torigine 8 et 8' des deux plans (IV) et (VU). 

Posons, pour abréger, 

(9) bc'—cb'zznXy ca'—ac'~'\S\>, ab'—ba'—e; 

les équations des deux plans (IV) et (VII) s'écriront rVI 
n*>264) ^ ' 

X^4-DÎ)J4- G 5 4- 00 —0, 
Xx 4- iflj 4- G^ ^ (35'— o; 

■ 

et nous aurons 

X — ^ -7^!- -CD' 



y -8'== 



zt sjx^'-i- ifb* 4- G" zt v^JU^'^i^^^ûb^TG"* 



Nous avons, par suite. 



(XI) e/==8- 



(î)4-(î)' 



.± V^X* 4-- lib* 4- G* ' 



où il reste à calculer (£) 4- (©' et X* 4- Dî,*4- G' en valeur des 

coefficients des équations (7) et (8) des deux droites données. 

En vertu des notations (n) et (12) des n«» 264 et 265, nous 



d I 
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[II. 








avons d'abord 














1 

f 

/ 


A B 


C 


D 


■ 


A 


B 


C 


D 


(i^4-(D' 


A' B' 
A' B' 




D' 
D' 


-H 

1 


A' 

A» 


B' 
B' 


C 


D' 




A" B» 


(7 


j)«r 




A" 


B* 


c 


D' 


(lo) { 


A B 


c 


D 












A' B' 
A' B" 


G' 

C 


D' 
D" 


-A. 








\ 


A" B* 


C 


D" 













Ensuite les valeurs (9) nous donnent 
cl,» H- iPo* -i- e* = {bc'— cb'Y-\- {ca'—ac'y-{-{ab'— ba'Y, 
ou, en vertu de l'identité de Lagrange (112), 

Mais par les égalités (ii) du n^ 264 on a, en vertu de la même 
identité. 



a 



b^ 



c^ = 



(BG'--CB')2h- (CA'- AG')*-+- (AB'- BA')« 
= (A«H- B«-h G') (A'2-i- B'2-f. G'2) - j(AA'h- BB'-f- GC')^ 

a'i H- b'^ -t- c'«= (A"*-f- B"2h- G"2) ( A"'2-h B"'2-hG"'^)— (A^'A^'-f- B^B'^-hCC^, 

aa'-hbb'-hcc'= (AA" -h BB" + GC") (A'A'"-h B'B"'-h G'G'") 
- ( AA'^'h- BB"'h- GG"') ( AA" -+- B'B" -+- G'G"). 

Si nous substituons ces valeurs dans l'expression (ii), puis 
le résultat de celle-ci ainsi que (10) dans la fraction (XI), nous 
obtiendrons pour la plus courte distance d la valeur 



(XII) d=: 





A 


B 


G 


D 






A' 


B' 


G' 


D' 






A" 


B" 


G^ 


D" 






A"' 


B'" 


G"' 


D"' 





±1 / 



/ 



Vf ^l\^ 



[(A2 H-B2 -hG2) {A2 -f- B'« -+- G'«) — ( AA' -f- BB' -t- CC'fl 
X [(A''2-+-B"2-hG''2) (A'"5'H-B"'>-hG"'«)-(A''A'"-hB'B"'+C'C?] 



(AA" -H BB" H- GG") (A'A"'h- B'B"'-h G'G^p 

(AA"'-h BB"'h- GG"') (A' A" -f- B'B* -h G'G") 



] 
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Les deux droites (i) et (2 ) se couperont, si Ton a û? = o, ce 
qui exige que A = o. Nous retrouvons ainsi la condition néces- 
saire et suffisante pour que les quatre plans (i) et (2) passent 
par un même point. 

§ VIII. — Application de l'identité de Lagrange au calcul 

DES distances DANS LA GÉOMÉTRIE DE l'eSPACE. 

» 

275. L'identité 

(i) {a\'^b\'+-cl){al-^bl-+'cl) = Al-^-Bl-i-Cl-hiatat-^bih-hCiC^)^, 

où 

(a) A.i = biCf—Cibi, Bi = Ci^j— «iCj, Ci = «i^j — ^i^î, 

que nous avons obtenue au n° 112, peut se vérifier directement. Elle a 
de nombreuses applications dans plusieurs branches des Mathématiques. 
Nous en ferons usage pour déterminer, en Géométrie analytique, les 
distances du point à la droite et au plan, ainsi que la plus courte distance 
de deux droites. 

Cette application est fort ingénieuse ; elle est surtout remarquable par 
sa grande simplicité. Nous en devons la communication à l'obligeance de 
M. Hermite. Elle repose sur la solution des deux questions suivantes, 
que nous résoudrons, en nous conformant à la méthode indiquée pai 
l'habile et profond analyste. 

276. Problème I. — Déterminer la valeur de x qui rend minima la 
somme des trois carrés 

(3) ^'^= {ax -h a')^-^ [bx ^ b'Y-h [cx-^c'Y, 

et calculer la valeur de ce minimum. 
Dans l'identité (i), posons 

aj=fl, ai= ax-ha\ 
bi = b, b2=- bx -h b\ 
Cl = c, Ci = ex -i- d , 

Nous aurons, eu égard à (2), 

Ai= b^ci — Ci6j=s: b[cx -H c') — c{bx -\- ^') = bd — cb\ " 
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et, en général, eu supprimant les indices dans Ai, Bi, Ci, 

(4) k = bc'—cb', B = ca'—ac\ C = ab'-i?rt\ 

Nous trouverons de môme que 

a^ Of-i- bibi-h CiC2= («* H- ^* H- c* ) JF -+- aa' -+- bb' ■+- ce'. 

Si nous substituons ces expressions dans notre identité (i), elle de- 
viendra 

( û« H- ^»> -F- c2) S* = A* H- B« H- C« -f- [ (fl« -+- ^« -h c>) jc -+- ôa' -f- 6^'-h cc'p, 

et donnera 

A«H-B«H-C« [(a^-+-b^-^r^)x-haa'-hbb'-¥-cc'] \ 

Ce développement de S* se compose de deux parties positives, Tune 
constante et l'autre variable ; par suite, S* atteindra son minimum lorsque 
la partie variable se réduira à zéro. 

Nous en concluons que la valeur 

aa'-f- bb' -\- ce' 



(I) .r=- 



a^-^ù^-h r* 



rend minima la somme des trois carrés (3), et que la valeur de ce mi- 
nimum est 

^ ^ '^ "" a»H-^2-f-c2 "" ÛÏH_^2^C2 

277. Problème II. — Déterminer les valeurs de x et y qui rendent 
minima la somme des trois earrés 

(5) S«= [ax-\-a'j-^r-a"Y-^ [bx ^ b'y^ b")^-^ (car -+- r'j h- <:')«, 

et calculer ce minimum. 
Dans l'identité (i), nous poserons 

m — b'e — eb\ a^ = ax -i- a'y -\- a", 
bx — ca' — ac\ ^a - bx -h b'f -\- b", 

fj z= ab' — bn\ c^ — ex ■+- c'y -v- é 



5 



et nous conserverons les notations (4). 
Nous aurons d'abord 

( a^n^-\- bxb^^c^c^ 

^^ f =(Afl-+-B^'^-Cc)J:-h(A«'^-B.^'-^-Cc')J^-Aâr''^-B^''+Cc''• 
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Or il est évident, par Finspection de (4), que, dans le coefficient 
Aa-i-hb -i-Cc de :c, les expressions A, B, C sont les déterminants mi- 
neurs des éléments de la première ligne du déterminant 



a 
a 



b c 
b c 
b' c' 



par suite, le coefficient de x est égal à ce déterminant et s'annule. On 
verrait de môme que le coefficient Aa'-i-- B^'-h Ce' de / se réduit aussi 
à zéro. Quant au troisième termtvA«''-f- 86"-+- Ce", il est facile de voir 
qu'il est égal au déterminant (ab'c"). 
Nous pouvons donc écrire 



(7) 



(8) 



Aa H- B^» H- Cr = o, Aa*-h hb'-¥- Ce' = o, 

a b 



Aa"-^hb"-hCc''=: 



a 



a 



C 

b' c' 
b" c" 



= A, 



de sorte que l'égalité (6) revient à la suivante : 



(9) 



ai «2 -h bib^-i- Cl Ct = A. 



On trouve ensuite que 

btCi — cibi = B{ca: 
Ci/'i — ûTi Cl =^ C(ax 
aibi— ^iûj= A(ba: 



c'y-hc") 

a'r-^-a") 
b'x-^b") 



C[bx-^b'y-^b% 

A{cx-\-cy-+- c"), 



Si nous substituons ces valeurs et celle donnée par (9) dans l'iden- 
tité (i), elle deviendra 

(A«-i- B*-h C>) s^= AS H- [A(bx -h b'jr-h b") — B(ûjr -f- «> -4- a")]* 

-^[Bicx-hcy-hc") -^C(bx -hb'x-^ b")y 
-h [Ciax-hay-^-a") — A(cx H- c'x -+■ c")]^. 

Le second membre se compose de quatre carrés, dont le premier est 
constant et dont les trois derniers sont variables ; par suite, il atteindra 
son minimum y si les trois carrés variables s'annulent; donc le minimum 
de .V* est 



(111) 



.Ç8 = 



A2-^-B^^-C»' 
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et les valeurs de x et j, qui fournissent ce minimum, sont données par 
les deux équations 



(lo) 



nx -h a' y -f- a" _ bx -h b'y h- h" _ ex -\- c'y -\- c' 
Â ~ tt C 



278. On obtient de suite la valeur commune X- de ces trois rapports, 
en multipliant les deux termes de ces fractions respectivement par A, B, C^ 
et en ajoutant les numérateurs ainsi que les dénominateurs. On trouve 
de la sorte, en tenant compte des égalités (7) et (8), que 



/• = 



— cï 



A2 -h B« -f- C* 



s^. 



Nos égalités (10) nous fournissent ainsi les trois équations 



(II) 



nx H- a y -+■ a"— As^= o, 
bx-^ Z^'r-t-è"— B^«=o, 
ex -f- c'y -\- c" — C.v' = o, 



desquelles il sera facile de tirer les valeurs de x et /. 

Pour avoir la valeur de j:, nous multiplierons les équations (11) res- 
pectivement par 6'c"— c*b"^ c'a" —a'c'\ a'b" — b'a" et nous ajouterons : 
le coefficient de x^ dans le résultat, sera (équation 8) 

aib'c"- d b") -h bic'a"— ac") -^cia'b" - b'a") = A; 

celui de y deviendra nul, pendant que le terme connu se réduira au pro- 
duit de — ,ç* par 

A rf' a" 

A{b'c''- c'b")^ B{c'û"-aV') -4- C{a'b'''^b'a'') = 



B b' // 
C c' c' 



= ^^. 



Nous avons, par suite, Ax — ^* Ai = Ax 
tirons 



AAi 



A*-+-B2-^C« 



= o, d'où nous 



(IV) 



X = 



A a" a' 
B b" b' 
C c" c' 



A a d 
B b b' 



c c 



en observant que 



A«-h B^H- C^=A(bc'— cb') -h h[ca'— ac') -+- C[ab'—ba') = 



A a a' 
B b b' 
C c c' 



LA DROITE ET LE PLAN. 

On trouverait semblablement que 
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(V) 



/== — 



A 


a 


a" 




B 


b 


b" 


• 


C 


c 


c" 





A a a' 

B b b' 



279. Distance du point ^{^\y,z') à la droite 



(12) 



jc — az -^ p, r—bz-^r/. 



Désignons par .r, j, z les coordonnons d'un point quelconque M de 
cette droite ; la distance PM = D des deux points P et M sera 

D2 = {.r — x')2 -h { j — /)î -h(z — z')^ 

pour des axes rectangulaires ; mais, le point M appartenant à la droite (12), 
on peut remplacer x et j par leurs valeurs (12), ce qui donne 

D2= (az-^p-'x')^-^(bz-hq—y)^-h (z — z')^. 

La valeur minlma de D sera la distance demandée £5?. 

Pour obtenir cette valeur, il nous suffira d'identifier cette expression 
avec celle (3) de S*. Pour cela, dans (3), nous remplacerons x par z et 
nous poserons 

b-:=q 



c= I, a = p 



X 



J 



c = — z 



ce qui transformera les valeurs ( 4 ) dans les suivantes : 

A = /' — ôz'—q, B——x'-\-az'-hp^ C=b{x—p)—a(y — </). 

La distance d du point P à la droite (12) est donc, en vertu de la for- 
mule (II), 

et le z de Fextrémité de cette longueur sera, eu égard à ( l), 

/7j/-h br'-¥- z' — (ap -h bq) 



(VU) 



z = 



ai -H ^2 -+- I 



280. Distance du point ?{x\y^ z') au plan 
(i3) ax -h by-^ cz-i- d = o. 

Désignons par a:, ^, z les coordonnées d'un point quelconque M du 
plan (i3) ; la distance PM = D des deux points P et M sera donnée par 
la formule 

D^=(X- x')^-h (jr-y)i-^- (z - Z')\ 
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pour des coordonnées orthogonales. Mais, le point M appartenant au 
plan (i3), on pourra remplacer z par sa valeur en fonction de a: et ;, 
que fournit l'équation (i3) et qui est 

a b d 
z = X ^ — mx-h njr -\- py 

en posant 

n b d 

m = » n =: , p = • 

c c c 

II vient ainsi 

D2= (x — j:')2-t- (/— y)^-+- [mx-^ ny-\-p — z')«, 

La valeur minima de D sera la distance cherchée d. 

Pour obtenir cette valeur, nous n'avons qu'à identifier cette expression 
avec celle (5) de S^, en posant 



a = I, 


b — o, 


c — w, 


a* o, 


b'-i, 


c' /z, 


fl" — — x\ 


b" - -y, 


c" —z'-hp 



Ces hypothèses changent les valeurs (4) dans les suivantes ■ 

A = — /», B— — w, C = i, 

de sorte que 

A«-h B«+ C2= /w2h- /2«H- i = -1 (flÎH- ^î-t- c«), 

pendant que le déterminant (8) ou A devient 



i o m 



o I n 

-x' — y — z-hp 



— mx'-h ny'-\-p — z'= (ax'-h bf-^ cz'-^d). 



La distance c? du point P au plan (i3) est donc, en vertu de la for- 
mule (III), 

(VI) d = 'L''^ ^^^^'^'^ ''\ 

±:\/à^-i-b^^c^ 

Les X et r de l'extrémité de cette longueur sont fournies par les for- 
mules (lV)"^ot (V). 
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285. Plus courte distance des deux droites 

(.4) \ a - U - ~c - ' 

( a' ~ 0' ' c" ~ ' 

La distance D du point M (a:, j, z) de la première droite au point M'(x',y, z) 
de la seconde est donnée par la formule 

Remplaçons ces coordonnées par leurs valeurs, tirées de (i4) en fonc- 
tion de u et «', 

X = au -\- p, jr -r bu -T q^ z — eu -t- r, 
x'^-= a'u'-r-p', /- b'u'-^ q\ z'^- c'u'-^ r'; 

nous aurons 

D2= (au — a'u'-hp — p')^--- (bu - b'u!-^ q — q')^-h (cu — c'u'-^r— r')K 

Pour que cette expression soH identique avec (5), il nous suffira de 
remplacer dans cette dernière x etj par u et u*,a'y b\c'^wr—a\ — b\ — c' 
et de poser en outre 

a"- p — p\ b" = q — *l\ €"= r— r'. 
Nous aurons ainsi 

A = - {bc'— cb'), B = - (ca'- ac'), C = - (ab'- ba') 
et 

^= (p — p')(bc'-cb')-^(q—q')(ca'—a(/)-h(r--r')(ab'-ba'). 
La plus courte distance des deux droites (i4) sera donc 
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CHAPITRE IV. 



LE TÉTRAÈDRE. 



§ I. Propriétés du tétraèdre. — § II. Expressions diverses du volume da té- 
traèdre. — § III. Expressions diverses du rayon de la sphère circonscrite 
au tétraèdre. — § IV. Rayon de la. sphère inscrite dans le tétraèdre. — 
§ V. Tétraèdre circonscriptible par les arêtes. — § VI. Tétraèdre équifacial. 
— § VII. Tétraèdre à arêtes opposées rectangulaires. 



§ I. — Propriétés du tétraèdre. 

282. Notations. — Considérons le tétraèdre SABC {fig. lo). 
Nous représenterons par a, ô, c Jes trois arêtes SA, SB, SC 
issues du sommet S et par X, fx, v les inclinaisons mutuelles 
BSC, CSA, ASB de ces arêtes. En outre, nous désignerons par 




X', (x', v' les inclinaisons des mêmes arêtes a, 6, c sur les faces 
opposées SBC, SCA, SAB du tétraèdre, et par a', 6', c' les trois 
autres arêtes BC, CA, AB respectivement opposées aux pre- 
mières. Nous indiquerons d'ailleurs par a, p, •/ les angles que 
forment entre elles les arêtes opposées a et a\ h et h\ c et c' 
et par S, A, B, C les faces triangulaires ABC, CBC, SCA, SAB 
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du tétraèdre, qui sont respectivement opposés aux sommets 
qui portent les mêmes lettres. 
Si nous récapitulons ces notations, nous voyons que 

l'arête SX = a, SB = b, SC = c ; 

l'arête BG = a\ CA ^- b\ AB = c'\ 

l'angle plan BSC = \ Tangle CSA = fz, l'angle ASB = v ; 

l'angle ( SA, SBC ) = X', l'angle (SB, SCA) = fx', l'angle ( SC, SAB ) = v' ; 

l'angle (SA, BC) = a, l'angle (SB, CA) = p, l'angle (SC, AB) -= 7; 

la face ABC = S; la face SBC = A; SCA = B, SAC = C. 

Nous aurons toujours soin de désigner chaque angle dièdre 
du tétraèdre par la lettre qui représente l'arête d'intersection 
des deux faces du dièdre. 

283. Théorème I. — Dans tout tétraèdre, le double produit 
de deux arêtes opposées par le cosinus de leur inclinaison 
mutuelle est égal à la somme des carrés de deux arêtes oppo- 
sées, diminuée de la somme des carrés des arêtes opposées res- 
tantes (*). 

Projetons la ligne brièée GSAB {Jig. 10) sur Tarète CB, nous 
obtenons l'égalité 

es cosSCB -h SA cosa 4- AB cosABC = BC, 

ou 

c cos SCB -h a cos a 4- c' cos ABC = a'; 

nous en tirons 

a cos oL=za' — c cos SCB — c' cos ABC, 

et, en multipliant par 2 a', 

(i) 2 aa' cosa = 2a'^ — 2 ca' cos SCB — 2 c'a' cos ABC. 

Mais les deux triangles SBC, ABC donnent 

b^ =c^ -ha'^—^ca' cos SCB, 
b'^ = c'* -H a'2 — 2 c'a' cos ABC 



(*) DoSTOB, Nouvelles annales de Mathématiques, a« série, 1867, ^' ^1» P» 4^2. 
- Archives de Mathématiques et de Physique, 1875, t. LVH, p. i38. 
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et, par suite, 

a'^-^2c a' cos SCB = ^' — c^\ 

a'«— 2 cV cos ABC == b'^— &K 

Substituant ces valeurs dans l'égalité (i) et concluant par 
analogie, on obtient les trois relations 

(I) I 2 66'cosP=:c«-i-c'2 — a»— a'S 

( 2 ce' cosy :=a^ -h a'^— b^— b^*, 

284.. Corollaire. — Ajoutons ces trois égalités membres à 
membres, nous en déduisons la relation 

(II) aa'cosa H- 6è' cos p H- ce' cos Y = o, 

qui prouve que des trois angles a, p, y l'un au moins est aigu 
et Vun au moins est obtuSy et que, si deux de ses angles sont 
droits, le troisièm^e Vest aussi, 

:285. Théorème IL — Dans tout tétraèdre^ la projection d^une arête 
sur l'arête opposée est égale à la différence des projections de deux 
arêtes^ adjacentes d'un même côté à la première arête, sur la même 
arête opposée. 

Dans la relation 

remplaçons ^'* et c'^ par les valeurs 

y^ = c^ ~h a^ — ica cos p. et c'^ = a^-^ù^ — ^ab ces v, 
que fournissent les deux triangles SCA et SAB ; elle devient 

laa'cosoi. = lab cosv — icacosii. 
On en tire, en divisant par 2^, puis par analogie, 

I/ï'cOSa = ^COSv — CCOSp, 
^'COSp -- CCOS). - /7C0SV, 
c'coS7 = a cosfx -^ b cosX. 

286. Corollaire. — Multiplions ces trois égalités respectivement par 
cosX, cosfA, cosv et ajoutons les équations résultantes; nous obtenons la 
relation remarquable 

(FV) a cos a cos X H- ^' cos p cos /A -+- c'cosy cosv = 0. 
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287. Théorème III. — Dans tout tétraèdre, ckaqae face est égale h 
la somme des produits qiûon obtient, en multipliant chacune des trois 
autres faces par le cosinus de son incUnaiwn sur la première face . 

En effet, chaque face est égale à la somme des projections sur elle des 
trois autres faces; or les projections des trois faces A, B, C sur la face S 
sont respectivement 

A cos à , B cos ^' , C cos r' ; 

on a donc 

S = A oos^'h- Bcos/>»'-i- (^ cosr'. 

288. Relation entre les six angles dièdres d'un tétraèdre. — 
D'après ie théorème précédent, nous avons 

— Sh- Acosû'-hBcos^'-f-Gcosc'= G, 
Scosû'— A-j-Bcosc -+-Ccos^ = o, 
ScosÉ>'-f- Acosc — B-hCcos/i = o, 
Scosc'-f- Acos^-h Bcosa — C = o. 

Éliminant les trois faces A, B, G entre ces quatre équations, nous 
obtenons la relation cherchée 



(V) 



— I COSfl' cos^' cosc 

cos«' — I cosc cos^ 

cos^' cosc — I cos« 

cosc' cos^ cos ri — I 



= 0, 



dont le développement est 

sin*« cos^û' H- 2(cosZ^ cosc h- cos«) cos^'cosc'^ 

, M- sin'6 cos*6' -•- 2 (cosc cos/i -h cos6) cosc'cosû' 
(VI) < 

J -h sin* c cos* c' -+- 2 ( cosa cos^ -+- cos c) cosû'cos^' 

= I — cos^a — cos*^ — cos^c— -2C0S/7 cosA cosc. 

289. Théorème IV. — Dans tout tétraèdre^ le carré de chaque face 
est égal à la somme des carrés des trois autres faces, diminuée de la 
somme des doubles produits qtion obtient en multipliant deux quelconques 
de ces faces par le cosiniLS du dièdre compris. 

Les quatre équations (2) peuvent se mettre sous la forme 

S - A cosfl'— B cos^' — C cosc'f- o, 

A — Bcosc — Ccos^ — Scosûr' — o.cosô' — o cosc'- o, 
B — Ccosri — A cosc — o.cosfl'— Scos^' — o.cosc':^ o, 
C — A cos6 -— Bcos«— o.cosa'— o.cos^' — S cosc = o; 
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si nous éliminons les trois quantités — cosû', — cosô', — cosc' enire 
ces quatre équations, nous obtenons la relation 



(VU) 



S ABC 

A — Bcosc — Ccos^ Soc 

B — C cosfl — Acosc o S o 

C — Acosô — Bcos« o o S 



= o. 



qui, étant développée, revient à 

( VIII) S* = A* -h B* -f- C*— 2BC cosû — aCAcos^ — 2 AB cosc. 

290. Théorème V. — Dans tout tétraèdre^ les faces sont entre elles 
comme les sinus des supple-ments des trièdres opposés (*). 

Dans les équations fondamentales (2), nous pouvons considérer comme 
inconnus le dièdre a' et les deux faces non adjacentes B et C. Pour éli- 
miner ces quantités entre les quatre équations (2), nous mettrons celles- 
ci sous la forme 



S 


-f-O 


-f.A(- 


-COSfl') 


-h cosZ>'(- 


■B) 


-(- cosc'(- 


-C) = 


0. 





-+-A 


^S(- 


-COSflf') 


H~ COSC (- 


-B) 


-+- cosé (- 


-0 = 


0, 


Scos^' 


-A 


C0SC4- (- 


-cos«') 


- . (- 


-B) 


■+■ cos« (- 


-0- 


0. 


Scosc' 


-A 


cos^-+- (- 


-cosct') 


H- C08âf(— 


-B) 


- (- 


-C)_ 


0. 



= o. 



Gomme elles sont compatibles, le déterminant par rapport aux trois 
inconnues — cosû', — B, — G est nul. Nous obtenons ainsi la relation 

S-t-o A cosô' cosc' 

0-+-A S COSC cos^ 

— Scos^'— Acosc o — I cosû 

— Scosc'—Acos^ o cosa — i 

qui, par la décomposition du premier membre en deux déterminants, 
peut s'écrire 

S A cos^' cosc' 

o S COSC cosô 

— SC0SZ>' G —I COSâf 

— Scosc' o cosa — i 

Dans chacun de ces deux déterminants, nous pouvons intervertir les 








A 


cosô' 


cosc' 


-+- 


A 

— A COSC 


S 



COSC 

— I 


cos^ 
cos« 




— Acos^ 





cosa 


— I 



= 0. 



(*) DosTOB, Archives de Mathématiques et de Physique, 1875, t. LVII, p. i4*' 



LE TÉTRAÈDRE. 267 

deux premières colonnes, après avoir divisé la première colonne de l'un 
par S et de l'autre par A ; il nous vient, en intervertissant aussi les deux 
premières lignes dans le premier déterminant résultant 



-S 



S o cosc cosb 

A — I cosb' cosr' 

o cos^' — I COSÛ 

o cosc' cosa — I 



A o .cos^' cosc' 

S — I COSC cos^ 

O cosc — I cosûr 

o cosb cosfl — I I 



= o. 



Développons suivant les éléments de la première colonne chacun de 
ces deux déterminants que nous représenterons par Ag, A^ ; nous aurons 



-SA«=-S2 



— I cos^' cosc' 
cos^' — I cosa 



cosc' 



cosa — I 



S. A 



o cosc cosb 
cosb' — i cos« 
cosc' cosa — I 



ÀA^==A2 



— I cosc cos^ 
cosc — I cosa 

COS^ COS« — I 



-s. A 



o cos^' cosc' 
cosc — I cosa 
cos^ cosa — 1 



Or le facteur de -- S. A ne diflfère de celui de -+- S.A que par le chan- 
gement des lignes en colonnes et des colonnes en lignes; par suite, ils 
sont égaux. On a donc l'égalité 



-S2 



-— I cos^' cosc' 
cos^' — I cosa 
cosc' cosa — ï 



A2 



— I cosc cosb 
cosc — I cosa 
cosb cosa — I 



= o. 



Mais le coefficient de S^ est le carré du sinus du supplément du trièdre 

en A (236), sinus que nous pouvons représenter par «in (A'); de môme 

le coefficient de — A^ est le carré du supplément du trièdre en S ; par 

suite, il vient 

. S2sin2(A') — A2sin2(S') = o; 

donc on a 

l\X\ S _ A B C 

^^ sin(S') sm(A') sin(B') "" sin(G')' . 

291. Somme des carrés des quatre faces en valeur des produits 
des arêtes opposées et des sinus des angles compris entre ces 
arêtes (*). — Par le sommet G (Jig. ii), menons le plan GC/A' perpen- 



(•) DosTOR, Archives de Mathématiques et de Physique, 1875, t. LVII, p. \[\Z, 
DosTOB. — Déterni, l'y 
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diculaire à l'arête SA; par le sommet B, tirons les droites Bfi^BÂ', 1 une 
perpendiculaire et l'autre parallèle à la même arête SA ; puis menons la 
droite CA' qui sera perpendiculaire à BA'. 

Fig. II. 




or 



Dans le triangle A'CC, nous avons 

A'C«=CC'«-f-A'C'«-2CC'.A'C.cosCC'A'; 

A'G = BCsinGBA'= «'sina, 
ce =CSsinCSG'= c sinp, 
A'C'= BB'= BS sinBSA = b sinv, 
cosCC'A'= cos<Tf; 

par suite, nous obtenons 

«''sin*a = c*sin*/x h- ô^sin^v — 2csin|x.^sinv.cosûr, 
et, en multipliant par «r*, 

rt*«'*sin*a = c^fl^sin^fx -»- û*^*sin*v — acY/sinu.oôsinv.cosû. 

Mais 

ca sinfA = 2B, ab sinv = 2G ; 

donc il vient 

(X) û2«'2sin2a= 4B2H-4G2— 8BGcos«. 

Nous aurions de même 

(XI) • «>fl'2sin2a = 4A2-h4S2-8AScos«'. 
Nous trouvons ainsi tes valeurs des dièdres a et a\ 



(XII) 



4B«-h4C2— ««û'^sin^a 
"^'^ = 8BG ' 

, 4A2-!-4S2 — «*rt'«sin2a 



cos« 



SAS 
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Ajoutons les trois égalités 



4B2-h 4G« - 8BG cosa = «««'«sin^a, 
4G2-f- 4A^—. SCAcosb = b^b'Hin^p, 
4 A^H- 4B2^- 8AB cosc = c2c'2sin«7 

membres à membres et avec l'égalité ( VIÏI du n** 289) 

4S« = 4 A^-f 4B2-+- 4G2— 8BC cosa — 8GA cosô - 8AB cosc; 

nous obtenons la relation remarquable 

(XIII) 4(A«H- B2-+- G2-+- S2) = a^a'^sia^oL-^ b^b'^sm^p-hc^c'^&in^y. 



§ II. — Expressions diverses du volume du tétraèdre. 

292. Volume du tétraèdre en valeur de trois arêtes con- 
tiguês, de l'angle de deux de ces arêtes et de l'inclinaison 
de la troisième arête sur le plan des deux premières. — Du 
sommet C {/ig. 1 2 ) abaissons sur le plan de la face opposée S AB 




la perpendiculaire CD. Le volume du tétraèdre sera 

V=:iSAB.CD. 

Or la surface du triangle S AB est. égale à 

{SA.SB.sinCSB=|aôsinv, 

et par le triangle rectangle SCD on a la hauteur 

CD=rSGsinCSD=r:csinv'; 
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il vient donc, en substituant, 



(I) 



V =: ^ abc sinv sinv'. 



En désignant par A le sinus du trièdre en S, nous avons 
trouvé (233) que 



sinv sinv' =z A= ^/T— cos* X — cos*[x — cosS 4- 7. cosX cos [x cosv ; 
par conséquent nous avons 



z=i\abc\Ji — cos^X — cos*(i. — cosN-i-2cosXcos[x cosv. 

Ainsi, le volume du tétraèdre est égal au sixième du pro- 
duit de trois arêtes contiguës, multiplié par le sinus du trièdre 
formé par ces trois arêtes, 

293. Expression en déterminant dn Tolume dn tétraèdre en va- 
lenr de trois arêtes contiguës a^ b^ c et des inclinaisons mutuelles 
X, f*, V de ces arêtes. — Dans l'égalité 36V* = a^b^c^à^, remplaçons A* 
par son expression (VI) en déterminant du n** 232; nous avons 



36V2=«2è2c« 



I cosv COSp 
cosv 1 cosX 
cos /A cosX I 



Multiplions respectivement par a, ^, c d'abord les trois lignes, 

puis les trois colonnes; le déterminant sera multiplié par le produit 

a,b ,c xa ,b .c = a"^ b^ c^ \ par suite, si nous divisons hors barres par a^ b^ c« , 

la valeur du second membre de l'égalité précédente ne sera pas altérée, 

et il viendra encore 

flf* ab cosv en cosp 

36 V* == ab cosv b^ bc cos'k 

ca cos it 6c cos X c* 



(II!) 



294. Expression développée du volume du tétraèdre en valeur 
des six arêtes a et a', betb'c et c\ opposées deux à deux. — Dans 

le déterminant précédent (III), multiplions les trois lignes par 2, puis 
mettons-y les valeurs 



(I) 



2bc cosX -= b^-hc^ — fl'*, 
2ca cosjx = c* -h n^ — 6'*, 
nab cosv = a* -+- 6* — c'* , 



I 
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que fournissent les Irois triangles SBC, SGA, SAB; ce déterminant de- 
vient 

2^5 flfï -+- ^« — c'« r« -h fl« — b'^ 

288 V« = «2 -h ^s - r'2 2 A« ^2 _^. cî — a'2 



r2 -»-««— ^'* ^î-»-c« — il'» 



2C* 



Si nous développons le second membre par la règle de Sarrus (52), 
nous obtenons 

288 V« = Sa^b^C^ + 2 (Z»2 -h fî — «'2 ) (c2-+- «2 — b'^) (/Jf2 _^_ ^î _ ^'2) 

— 2«2(/,2-Hc2— /3'2)--2^2(c2-h«2 — ^,'i)--ac2(^/2H-ft2_c'2), 



et, en effectuant, 
I44V2 

(IV) 



a2«'S(^2-H 6'2-f. C2 -h c'2 — //2__ a'2) 
^2 /,'2 ( f2 -t, r'2 H- //2 -4. rt'2 — /,2 _ ^'2 ) 
^'2 c'2 («2 ^> rt'i H_ ^,2 _^. ^,'2 _ c2 — c'2 ) 

ftibir^—a^b'^c'^—b^c'^u'^ — c^a'^b'^. 



295: Expression en déterminant du volume du tétraèdre en va- 
leur des six arêtes a et a\ b et b\ c et c\ opposées deux à deux. — 
Dans le déterminant (III), changeons les signes des trois lignes, puis 
remplaçons le déterminant résultant par un déterminant équivalent du 
cinquième ordre ; nous pouvons écrire 



a88 V2 = - 



I 


o 


O 


u 





o 


I 


«2 


^2 


C2 


a^ 


o 


— 2^2 


— 2^6C0SV 


— 2C«C0SfA 
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o 


— 2^/6 COSV 


— 2^2 


— ibc co9>\ 


C2 


o 


— 2C«C0S|:Jt 


— 7.bc cosX 


— 2C2 





I 


O 


o 


O 


I 





«2 


b^ 


C2 


o 


«2 


— 2«2 


— labco^-j 


— 2 ca cos pt 


o 


^2 


— 2^6C0SV 


— ib^ 


— ibc cos \ 


o 


C2 


— 2<7flCOS|X 


~ 2/>ccosX 


— 2C2 



Dans le premier déterminant, on a interverti Tordre des deux premières 
colonnes. 

Si, dans ce dernier déterminant, nous substituons les valeurs (i), nous 
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obtiendrons 

















I 





G 







I 





«* 


b^ 


C2 


288 V*- 





«2 


— 2fl* 


c'i — «î — b^ 


A'2 — C2 — «2 







b^ 


c't __ a^ __ 1,1 


— ib^ 


a'2 ^2 j,î 







C* 


b'^ c2 «2 


a'i ^b^—c^ 


— 26-2 



Ajoutons d'abord la seconde ligne à chacune des trois suivantes, il vient 

QIC 



288 V2 = 



G 



a^ 



n^ 



^2 



— «2 c'2 - «2 ^'2 _ ^,2 



I ^>2 c'î _ ^2 _ ^2 ^'2 _ Il 

I c2 ^>'2 _ r2 fl'2 __ c2 — C2 



Si actuellement nous ajoutons la seconde colonne à chacune des trois 
suivantes, nous trouverons l'expression demandée 



(V) 



288 V* = 



G 
1 
I 
I 
I 



I 

G 

/72 

^2 



I 
r|2 

G 



I I 

/;2 c2 

C'2 ^'2 

G fl'2 



C2 6'2 rt'2 



G 



â96. Surface de la base d'un tétraèdre en valeur des trois arêtes 
latérales et de leurs inclinaisons mutuelles. — Les trois côtés de la 
face ABC [fg. 14) étant BC = a', CA = b\ AB = c\ la surface S de ce 




triangle est donnée par la formule (204) 



i6S2=r - 






I 


I 


I 




G 


l 


I 


I 


I 





C'2 


b'^ 




I 


G 


-6'2 


^'2 


1 


C'2 


G 


«'2 




I 


-C'2 


G 


^«'2 


I 


^'2 


^'2 







I 


-6'2 


— ^'2 
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où le second déterminant a été déduit du premier, en y multipliant 
par — I d'abord la première ligne, puis les trois dernières colonnes ré- 
sultantes. 

Dans le dernier déterminant, remplaçons «'*, b'^^ c'* par leurs valeurs 
tirées des égalités (i) du n"" 294; nous aurons 



i6S2-=- 



I O I I 

I o 2«^C0SV — a'^—b^ 2 Crt COS /Jt — r?2 — ^2 

I aa^cosv — a^ — b'^ o 2^ccosX — b^ — c^ 

I icacxi^[f. — c^'—a^ a^ccosX — />* — c^ o 



Multiplions la première ligne successivement par a*, ^',f2, et ajoutons 
les résultats respectivement aux trois autres lignes; il nous vient 



i6S2== — 



10 I I 

I fl* ar/^cosv — b^ ac^cosp—c^ 

I 2 ab cos V — «* b'^ 1 bc cos X — c^ 

I ar^coSfA — «2 ^^ccosX — b^ c* 



Multiplions maintenant la première colonne successivement par a*, ^*, f » 
et ajoutons le résultat aux trois dernières colonnes ; nous trouvons que 



i6S2= — 



CI I I 

I • 2û2 2â^C0Sv 2 6*«C0S/A 

I 2flrôcosv %b^ 2ÔCC0SV 

I 2c?flcosp aèccosX ic^ 



Multiplions enfin par 2 la première ligne, puis divisons par 2 les trois 
dernières lignes résultantes; le déterminant sera divisé par 2^ : 2 = 4. 
Nous obtenons ainsi l'expression demandée 



{VI) 



4S2= — 



CI 1 I 

I fl* fl^COSV iY7C0SiX 

I a^cosv b^ bccQ%\ 

I C«COS|X ^ccosX c* 

dont le développement est 

4S2= b^C^^\ïi^\ -H 2û»^c(C0SfAC0Sv — cosX) 

c'<i*sin*fA-h à^»crt(cosv cosX — cos/x) 
«*^^sin*v-h 2c2rt/i(cosXcos^— cosv). 

Nous avons donné cette expression (VI) dans les Archives de Mathé- 
matiques et de Physique, 1875, t. LVII, p. i53. 
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297. Surface du triangle déterminé par rintersection d'un plan 

(2) Ax-hBx-i-Cz-h\) = o 

avec les trois plans de coordonnées. — Prenons le sommet S pour 
origine des coordonnées et les trois arêtes latérales SA, SB, SC pour axes 
des X, X, z; nous aurons 



(3) 



a = SA = — -r» ^ = SB = — -f.» c = SG = — K 
A 15 L. 



Cela étant, dans le déterminant {VI ), divisons d'abord les trois der- 
nières lignes, puis les trois dernières colonnes respectivement para, b, c; 
nous aurons divisé le déterminant (VI) par le produit a^b^c^, de sorte 
qu'il nous viendra 










I 

Ci 


I 

b 


I 

c 


4S2- 


-«2/^2^,2 


I 

a 


I 


COSV 


COSf/. 






I 

b 


COS V 


I 


COS> 






I 
c 


COSf* 


cosX 





Si nous multiplions là première ligne et la. première colonne par — D, 
que nous divisions hors barres par D*, et que dans le résultat nous rem- 
placions 5 —Ti par leurs équivalents A, B, C tirés de (3), 

nous trouverons l'expression 

o A B 

A I 



(VII) 



4S2= — 



D* 



A*B2C2 



I COSV COSp 

B COSV I cos^ 

c cosp- cosX I 



pour le quadruple carré de la surface du triangle que déterminent les 
trois plans de coordonnées sur le plan (%). 

S97 bis. Expression en déterminant de la surface du 
triangle en valeur des coordonnées dans T espace de ses trois 
sommets (*). — i** Supposons d'abord que le sommet A du 
triangle ABC soit situé à l'origine des coordonnées et soient 



(* ) DosTOR, Archives de Mathématiques et de Physique, 1876, t. LVIII, p. 389. 
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^u fiy ^1 ; ^ty y^y ^2 i^s cooFclonnées des deux autres sommets 
B et C. Si nous désignons par S la surface du triangle, et par 
6 et c les côtés AC et AB qui sont opposés aux sommets B 
et C, il nous viendra de suite 



4S«= b^c^ sin^A — b^c^— b^c^ cos'A, 



ou 

(4) 



4S*=:r: 



^ccosA 



ôccosA 



Représentons par «j, Pj, yi et «2, p2> T2 les inclinaisons des 
deux côtés AB et AC sur les axes de coordonnées, supposés 
rectangulaires, nous aurons 

a?i = CCOSai, jjZ=cCOSPi, Si = cC0SYi, 
a^jz^: 6C0Sa2, Jî^^COSPîj ^2=^COSY2; 

et, comme 

C0SA:=: COSaj COSa2+ COS ^i COS^j-J- COS^i COSYj» 

il vient, en multipliant par 6c, puis, en substituant, 

bc cos A =1 ^1 .rj -+- JK1/2 -+- ^i ^2- 
On sait d'ailleurs que 

c^ — x\-i- y\ -^z\y b'^ — x\-^ y\-\- z\\ 

donc on obtient, en mettant ces valeurs dans l'égalité (4), 



(5) 4S« = 



œ\ 



y 



^2 

^1 



^i^t-^yiy^-^^x^i 



^\^t-^y%yi-^^\Zt 
^\-^y\^^\ 



Il n'est pas inutile de remarquer (112) que ce déterminant est la 
somme des carrés des trois déterminants qui sont compris dans le déter- 
minant multiple 

^2 Xt Z2 

et qui expriment les doubles projections de la surface du triangle ABC 
sur les trois plans de coordonnées. . 



2» Transportons actuellement l'origine des coordonnées en 
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un point quelconque de l'espace dont les coordonnées sont 
— a:,—y,—z; et soient x', y\ z'\ x\ f, z" les nouvelles 
coordonnées des deux sommets B et C; les coordonnées du 
point A par rapport à la nouvelle origine sont x, /, z. 
Cela fait, nous avons 

•^1 = ^' — ^, ri— y' — y, -i ==-' — -, 



X^ :=LX 



^y yt—j—yy -î~ 



d*où nous tirons 



■ x\-^yl~^-zl = {x'-xY-^(y-^yy-^{z'^zy 

xl-^-yl^zl = {x'^-^xy{y^yy-^-{z''-z) 

— (^2^_j2_^5S)_^ (^''î^_y^_^.y2)_ 2(a7j^'4-Jj''-h5j'), 

.^^i^2-t-7ij2-t- -i-2 = (^'— '^) (x'-x) + if -y) (y'— y) -h {z'—z){z"-z) 

— (^2^y _^ -2) _^ (^x'x"-\-y'y'-\-z^z') 

— {xx'^-{-yy"-\- zz'') — {xx' -i- yy' -^ zz'). 

I 

Si nous posons 



1 x^ 


4_ y + ^2 _^_ /^ ^/^/' _^ y'y ^ .' -/' 


-/A 


(6) ^'* 


_4_y2 4_5'2_^^^ ^'r^ _^y'ry^j^f'^ 


— Çy 


( x'^ 


-+- ^k''*4- 5''* + /i, . .rx' -h j;>'' + zz' 

• 


n 


nous aurons 

4 


j^J + Ji-h^î Z + m — 2/*, 

^1 ^^2 + Jl72 4- 5i ^2 — / + /> 7 '• 





4S«:= 



La substitution de ces valeurs dans la formulé (5) nous 
donne 

/-hm — 2r /-+-/? — g — /' 

l-^p — q — r l -\- n — 27 

i r q 

o l -\- m — 2r l -\ p — q — /* 

o l-\-p—^q — r /-4-n — 2q 



r 

j 
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OU, en ajoutant la première ligne aux deux suivantes : 



4S^=: 



I /• <7 

I l-\- m — /• l-\- p — /• 

I l-\- p —q l-^ n — ^ I 



I 





G 


■ 







/ 


I 


r 




y 




/• 


I 


l-\- ni 


— r 


l-i-p 


— r 


9 


I 


l-^ p 


9 


l-\- n- 


P 



Dans ce dernier déterminant, multiplions la seconde co- 
lonne par — /, puis ajoutons la somme des deux premières 
colonnes à chacune des deux suivates; il nous vient 



4S2 = 



I 





I 


j 







I 


I 


I 


/ 


I 


r 


9 




i 


/ 


r 


9 


r 


I 


m 


P 




I 


r 


ni 


P 


9 


I 


P 


n 




I 


1 


P 


n 



Si nous remplaçons ici /, m, n et/?, q, r par leurs expres- 
sions (6), nous obtiendrons enfin pour 4SMa valeur cherchée 



(VIII) 4S*=: — 



O 

I 



X' 



I œx 



i 



^2 






XX 

x'^ 



I XX -k-yy'' 






yy 

y'y" 






XX 



.!t 



yy 



n 



z'^ x'x'-\-yy 












X 



.m 



y 



ni 






Il est facile de vérifier que ce déterminant est le produit (111) des 
deux déterminants multiples 



A = 



I 


o 


o 


o 


o 




o 


1 


o 





o 


o 


I 


X 


y 


z 


* 


I 


o 


X 


y 


z 


o 


I 


x' 


y' 


z' 


, A_ — 


I 


o 


x' 


y 


z' 


o 


I 


x" 


f 


z" 




I 


o 


x" 


y" 


z" 



298. Volume du tétraèdre en valeur de deux arêtes opposées et 
de leur plus courte distance. — Par les extrémités B et C de Tarôte BC, 
menons les droites BB', CC parallèles et égales à Taréte opposée SA; 
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tirons les droites SB', SC'et B'C'(^^. i5]. Nous formons ainsi le prisme 
triangulaire SABCC'B'. 

Fig. i4. 




La distance de l'arête SA au plan BCC'B' sera égale à la plus courte 
distance d des deux arêtes opposées SA et BC. 

Nous avons le tétraèdre SABG = ySABCCB'; or le prisme triangu- 
laire SABCC'B' est la moitié du parallélépipède qui a BCC'B'pour base 
et (i pour hauteur; et, comme le parallélogramme 

BCC'B'= BB'.BC sinB'BC = afl'sina, 
ont 

vol.SABCC'B'=ia«'sina.r/; 

donc 

(IX) vol. SABC ou V = i^/.«a'sina. 

Ainsi le volume d'un tétraèdre s'obtient aussi en multipliant le demi' 
produit de deux arêtes opposées par le sinus de l'angle compris et par 
le tiers de la plus courte distance de ces mêmes arêtes. 

299. Relation entre les plus courtes distances d, d\ d" des arêtes 
opposées a et a\ b et b\ c et c' et les angles a, p, 7 compris entre 
ces arêtes. — La formule (IX ) nous donne 

d.aa'^mot.=z (fbb'sin^ = d^cc'siny; 

divisant par ces trois quantités égales les trois termes respectifs de l'éga- 
lité (II) du n» 284 

aa' cosa. -+- bb' cosp ■+■ ce' cosy = o, 

nous obtenons la relation 

,-., cota cotB cotv 

(X) __^_ + _!: ^ __j: = o. 

300. Dans la formule (IX), mettons à la place de aa'sina sa valeur 
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tirée de la première des relations (I) du n"" 283; elle devient, par l'élé- 
vation au carré, 

et donne 

(XI) V = — yj[iaà-^ b^-\- //«— c« - c'2) (laa'^c^ 4- c'^ — b^— 6'*). 

301. Volttme du tétraèdre en valeur de trois faces et du sinus du 
supplément du trièdre compris. — L'expression (II) du n"" â9â peut 
s'écrire 

A* 

V*= Tfi«*^'c*^'= as ^csin>.c«sinpi,flAsinv. . . -. ; — : 

*® *" ^ sinXsinfAsmv' 

or on sait que 

Àcsin>=2A, cflrsinp = 2B, fl6sinv = 2C; 
d'ailleurs, en vertu de la formule (7) du n** 240, on a 

sinXsin/xsinv 
donc il vient 



= A'; 



(XII) V«=|A.B.C.A'. • 

Donc le carré du volume du tétraèdre est égal aux -| du produit de 
trois faces multiplié par le sinus du supplément du trièdre compris. 

302. Volume du tétraèdre en valeur de deux faces et du dièdre 
compris. — Dans la fig, 12 (p. 255), menons SDË perpendiculaire sur 
Tarôte AB et tirons CE. Nous avons 

V = iSAB.CD = |SAB.CEsinc'= -JSAB.^^sinc'; 

Ad 

or le produit AB.CE est égal à la double face ABC que nous avons repré- 
sentée par 2 S, de môme que la face SAB a été désignée par C ; il vient 
par conséquent 

(XIU) V=|S.C.^' = iS.C.sin^':-. 

c 2 

Ainsi le volume d'un tétraèdre est égal au tiers du produit de deux 
faces, multiplié par le sinus du dièdre compris et divisé par la moitié 
de l'arête de ce dièdre (G. Dostor, Nouvelles Annales de Mathéma- 
tiques^ 2* série, 1867, t. VI, p. 4ï3). 
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303. Rapport (1^8 produits des arêtes opposées. — La formule pré- 
cédente donne 

= S. C. sine, 

et de même 

S Vr 

— A.B.smc: 

u 

on en tire, en multipliant, 

^^— - — = S.A.B.C sine sine'. 
4 

Or nous avons vu au n** 300 que 

V«=?A.B.C.A'; 

par conséquent, on a la face 





S ^' '''' 
2 sine sine' 




On en déduit 






:^v\ ^S 


aa' bb' 


ce' 



A' sinasinâi' sin^sin6' sine sine' 

Donc, dans tout tétraèdre, les produits des arêtes opposées sont entre 
eux comme les produits des sinus des dièdres qui émergent de ces arêtes. 

304. Volume du tétraèdre en valeur d'une face et de ses inclinai- 
sons sur les trois autres faces. — L'expression (XIII) permet d'écrire 

V = âb.A-^ = jb.li-^ = âb.L-^j 

d'où l'on tire les équations 
^ A sin/7' BsinA' Csine' 

qui, étant combinées entre elles et avec l'équation évidente 

Acosa'n- B cos^'-+- C çose = S, 



donnent d'abord 



kb'9\^fi' Ae'sin^' 

D = ; > L = —, J 



a a 



puis 



A = 
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a' 



«'cot«'-h ^'cot/^'-hc'cotc' sin^/' 



Mettant cette valeur de A dans l'expression V = IS.À.sin»', on trouve 

sa 



(XVI) 



V — - . _ 



* «'col«'-t- //cot^'-+- c'cotc' 



pour le volume du tétraèdre en valeur de la face S et de ses inclinaisons 
sur les trois autres faces A, B, G (G. Dostor, Nouvelles Annales de Ma- 
thématiques y 2* série, 1867, t. VI, p. 4ï4)* 

305. Volume du tétraèdre SABC, ayant un sommet S à l'origine 
des coordonnées, en valeur des coordonnées x\ y\ z'\ x\ x\ z"; 
^'"^ x"\ ^"' des trois autres sommets A, B, G. — Supposons les axes 
des coordonnées rectangulaires. Nous avons 

et, comme les équations des droites SA, SB, SC sont 






z 

? 



-/' 



il vient 
cosv - 



x'x" 



X 

1? 



rY 



y 



^"^ z"' 



X 



X 






z 



z'z" 



V/I X'2 -h /2 -f. Z'2 ) ( X"2 -h ^ "2 -t- Z"2 ) 



x'x''-hyy'^z'z'' 

ab 



de sorte qu'on a 
(8) 



ab cos V = x' x" -H y y -\- z' z" , 



J ^n> 



,1 ,jn 



z'z'" 



* caco^\».= X X -\-yy . — j 
( bc cos \ = x"x'" ^ y y" -f- z'z'", 



Si nous substituons les valeurs (7) et (8) dans la formule (III), nous 
obtenons l'égalité 



«_w 



X'2 H- j'2 -+- z'2 x' x" -f y y -h z' z" x' X'"-^ y y" -h Z Z 

36V2=: a?V-+-ry-+-2's" :i:"2 -t- /'2 _^ z"2 x"x'"^yy"^z' z 

afx'"-r-yy'-h z z"' x"x"'-^ yy-^ z" z'" x'"^ h- f^ -+- z'"^ 

Le second membre est le carré du déterminant 



/// 



X' 



y 



x" y z" 

x'" j"' z'" 
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par conséquent, on a, en extrayant la racine carrée, 
(XVII) 6V = 



x" 7" 



X y 



.111 



Si les axes de coordonnées étaient obliques, il faudrait multiplier le 
second membre par le sinus A du trièdre formé par ces axes. 

306. Volume du tétraèdre SABC en valeur des coordonnées or, r, 

2; -îci, ji, zi ; ^2, /2, ^2 ; -2:3, j3, Z3 des quatre sommets S, A, B, C. — 
Transportons l'origine des coordonnées au sommet S, et soient x', j',z; 
^"t x"'i ^"'1 ^'\ X"\ ^"' ^68 nouvelles cbordonnées des trois autres sommets 
A, B, C. Le volume du tétraèdre, exprimé en valeur de ces dernières 
coordonnées, sera donné par la formule précédente (XVII). Mais les égalités 

.ri= .r-+- x', jiizrj-h/, Zi=zH-z'; 



J?2 



X 



X" 



tt. 



r^^y-^f, ^2- 2 -h 2"; 



^3==. x-^x"", jr^=y-^y\ ^3= z-h z'" 



donnent 



X =^Xi—X, J =Ji— J, z = Zy 
x"=X2—J:, /' = r2 — J, z"=Z2 



2^; 



Z\ 



X =J73— X, ^ =J-3— J, Z zrrZz—Z, 

Si nous substituons ces valeurs dans la formule (XVII), elle devient 



6V = 



•Ti — ^ fi—f Zi— Z 
xz — x ji—r Z3 — Z 



IX y z 

o xx-^x Xi — y zi — z 

6 Xi-^ X y^ — y Zi—z 

o Xi— X 73 — y zz—z 



Dans le second déterminant, il suffira d'ajouter la première ligne à 
chacune des trois suivantes, pour avoir l'expression demandée 



(xvin) 



6V = 



i X y Z 

I xy yi Zi 

X ^2 fi Zi 

I X3 73 S3 



307. Méthode directe pour déterminer cette expression.— 
Nous avons vu au n^ 257 que le pian M1M2N3, qui passe parles 
trois points 

Mi(^l,Jl,v,), MîC^j,/,,^^), M3(^*3,r3»53)> 



a pour équatioQ 



(9) 
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X y z 


I 


^1 /i ^i 


I 


X^ 72 -2^2 


I 


^3 yz ^% 
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o, 



que, pour abréger, nous écrirons 



(10) 



kx -f- Bj 4- C^ -h D = o. 



où 57,7, Z désignent les variables courantes. 

Dans cette équation, les coefficients A, B, C sont respecti- 
vement égaux aux déterminants mineurs. 



I 7i 


•Si 




I r» 


•Sj 


, + 


ï 7» 







I 


^1 






I 


a:j 


^2 


) 


I 


^3 


-«8 


• 



I ^1 7i 
1 x% 72 

I «273 73 



Ces déterminants représentent, au signe près, les doubles 
surfaces des projections du triangle MiMjMs sur les plans de 
coordonnées OYZ, OZX,OXY (211); par suite, la racine carrée 
de la somme des carrés de ces trois déterminants exprime 
la double surface de ce triangle M1M2M3, c'est-à-dire que 

C*=:2MiM2M3. 



\/A« -f- B» 

Supposons que x^ 7, z soient les coordonnées d'un point S 
situé hors du plan (9) ou (10); la distance de ce point au 
plan (10) sera 



d — 



on en tire 



A^-t-Br + C5 -hD Aa:-f-Br-hC2 4-D 



sJS} -4- B^ -H G^ 



a.MiMîMs 



2.MiM2M3.û? = Aa7 4-B7-hC-5 + D. 



Or 2.MiM2M3.t3? est égal à six fois le volume V du tétraèdre 
SM1M2M3; donc on a 



6VzzzA^ + B7 4-C5H-D, 

DosTOR. — Déterm. 



18 



374 

ou bien 
(XIX) 
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6V = 



o 


X 


y 


z 


I 


^1 


ji 


^i 


I 


x^ 


7î 


-5» 


I 


a?3 


y^ 


^8 



308. Multiplions la première colonne successivement par les quantités 

arbitraires a, b^ c et retranchons les produits obtenus des trois autres 

colonnes; la valeur du déterminant (XIX) n'est pas altérée, et il vient 

encore 

I X -^r- a y — h z — c 

I X\^ a y\— h Z\ — c 

I x^— a y%— b z% — c 

I xz—a Xi—b Zs—c 



(XX) 



6V = 



où a^ 6, c sont des constantes quelconques. 
309. Volume du tétraèdre compris sous les quatre plans 



p 


= Ax -h 


Bj -»- 


C 


z -h 


D 


— 


0, 


P' 


= A'x-^ 


B'f-h 


C 


Z-h 


D' 


— 


o, 


P" 


= A''x-^ 


By-^ 


c 


Z-h 


D" 


= 


o, 


pw 


= A'"X'}' 


B'y-+- 


c 


'Z-+- 


D"' 


^^ 


o. 



Soient x^ j, z les coordonnées du point d'intersection M des trois 
plans P' , P", P'" ; x', /, z' celles du point d'intersection M' des plans P*, P"', P ; 
x\ /', z" les coordonnées de l'intersection M* des plans P**, P, P'; 
enfin x'",/", z'" celles de l'intersection M'" des plans P, P', P". Le volumeV 
du tétraèdre MM'M'M"' sera donné par 



6V = 



I 
I 
I 
I 



X y 
X y' 



X 



m 



/• 



.m 



Multiplions ce déterminant par le suivant : 



(0 = 



D A B C 

D' A' B' C 

D" A" B" C 

j)« p^m g//i q;;, 



= (DA'B"C'''); 
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Pour avoir X, il nous suffira d'éliminer les trois variables or, j, z entre 
les quatre équations (12); nous obtenons ainsi l'égalité (i34) 



o = 



A B C D - X 
A' B' C D'-o 
A'' B" G" D" — o 
y, B'" C" D'^'- o 



A B G D 




A' B' G' D' 




A" B" G* D" 




A'" B"' G'" D"' 





A B G X 

A' B' G' o 

A" B" G* o 

A'" B'" G*" o 



qui, par l'emploi de la notation abrégée (18), revient à 

0= (AB'G''D'")-X(A'B''G'^), 
qui donne 






(A'B^C'") 



On trouverait de môme que 

(AB'CD'") 



par conséquent, il vient 



"" (A'^'BG') ' 



(AB'G"D''')* 



r'=- 



(AB'G^D'M . 
(AB'G") ' 



(AB'C").(A'B"G"').(A''B'"G).(A'"BG') 

Si nous substituons cette valeur dans l'équation (i3), nous trouverons, 
pour le volume demandé, 

(AB'G"D'")5 



(XXI) 



6V = 



{AB'G").(A'B"G'").(A"B'''G).(A'"BG') 



Gette formule et la méthode suivie pour l'obtenir sont dues à Joachim- 
STHAL {Journal der reinen und angewandten Mathematik von Crelle, 
t. XL, p. ai-47)- 

*310. Produit des volumes de deux tétraèdres en valeur des 
seize distances des quatre sommets du premier tétraèdre aux 
quatre sommets du second. — Soient Y et Y les volumes des deux 
tétraèdres SABG, S'A'B'G', ayant leurs sommets respectifs aux points 

S(^, J, 2i), A(j7i, ji,zi), B(a:j, 7j,Z2), g (x3, 73,^3); 
S'Ky,3'), PL'{x\,y\,z\), B'K,y„z/,), C'(a:'3,/3,z;). 

Nous avons (306) 



6V = 
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Xi 


ri 


Zl 
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Xi 


7s 


Zi 
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^s 


rs 


23 



6V'=- 



o 



o 



o 



1 o X y z 

1 o x\ /i z\ 

1 o x', /, Z'j 

I o ^'3 JTs Z'j 
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Cela étant, dans notre dernier déterminant, multiplions les quatre der- 
nières lignes par 2, puis divisons par 2 la première colonne résultante; le 
déterminant sera multiplié par 2*:2 = 2' = 8. Remplaçons les doubles 
sommes de produits par leurs valeurs s* -h s'* — dj j , s> -+- a'> — d J 2» • • • , 
nous obtenons 








I 




I 




I 


I 




1 


s« -+- s'» - 


dîi 


s2 -+- a.'« - 


dî. 


Sf H_b'î~dÎ3 


s2-hc'*--d^ 


288 vv = - 


I 


aï -f. s'« - 


dli 


a2 -+- a'« - 


dh 


a»-^b'«--dl3 


a«-+-c'«-di4 




I 


bM s'«- 


d?,i 


b« -h a'2 - 


d?, 


b2+b'«-dl3 


bî-+.c'»-dh 




I 


c* -+- s'» - 


■àU 


c« -h a'> - 


dî. 


c« + b'*-dÎ3 


c«-+-c'«-dj^ 



Pour transformer ce déterminant, conservons la première ligne; multi- 
plions-la ensuite successivement par s', a^, b*, c* et retranchons les pro- 
duits respectivement des quatre dernières lignes; le déterminant ne 
change pas de valeur, et nous avons 








I 


I 


1 


I 




I 


s'«-dî, 


a'»-dî, 


b''-dî. 


c'»-dÎ4 


288 w = - 


I 


8"-d?i 


a'«-dî, 


b'«-d>, 


C^-dî, 




I 


s'»-dL 


a'»-d», 


b'»-dî. 


c'»-dÎ4 




I 


8"-dî, 


a'«-dh 


b'*-d!. 


c'»-dh 



Dans ce déterminant, conservons la première colonne ; multiplions-la 
ensuite successivement par s'*, a'*, b'>, c'* et retranchons les produits 
respectivement des quatre dernières colonnes ; le déterminant conserve 
encore sa valeur, et il vient 








1 


I 


l 


1 




1 


-dî. 


-dî, 


-dî. 


-dî» 


288 W - - 


I 


-d^. 


-dl. 


-^U 


-d^ 




I 


-d^. 


-d|. 


-d|, 


-àU 




I 


-d!, 


-dU 


-dh 


-dU 



Enfin, si dans ce déterminant nous multiplions par — i d*abord les 
quatre dernières lignes, puis la première colonne résultante, le détermi- 
nant sera multiplié par la cinquième puissance de — 1 , changera de signe 
et deviendra 



(XXH) 








I 


I 


1 


I 




I 


dî. 


d?, 


dî, 


dÎ4 


288 w = 


I 


d|i 


dL 


d|, 


àU 




I 


d^ 


dL 


àU 


dsi 




I 


dj. 


dU 


dÎ3 


dL 
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Telle est l'expression demandée. 

Si le second tétraèdre se confond avec le premier, on aura 
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du = 0, 


dis= d2i = «, 


dis = dsi = b, 


du = du 


djj = 0, 


d,3 = daj = c\ 


du = d*, = b\ 




dsa = 0, 


au = d*3 = «', 






d** = o; 









= c. 



de sorte qu'il viendra 



288 V> = 






I 


1 


I 


I 


I 





rt« 


6« 


c> 


I 


a^ 





c'« 


^>'« 


I 


6» 


C'2 





«'2 


f 


c« 


^>'» 


«'« 






comme au n° 304. 

§ III. — Expressions diverses du rayon de la sphère 

CIRCONSCRITE AU TÉTRAÈDRE (*). 

311. Expression en déterminant dn rayon R de la sphère circon- 
scrite an tétraèdre S ABC (Jig. i5), en valeur des trois arêtes con- 
tiguës SA = ^r, SB = ^, SG = c et des inclinaisons mutuelles de ces 
arêtes BSC = X, CSA = f*, ASB = v. — Prenons le sommet S pour ori- 




gine et les arôtes SA, SB, SG pour axes des coordonnées. Soit le centre 
de la sphère circonscrite. Le rayon SO = R a pour projections sur les trois 



( •) DosTOR, Nouvelles jinnales de Mathématiques, a» série, 1878, t. XII, p. 370, 
et Archives de Mathématiques et de Physique, 1876, t. LVII, p. i63. 
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n h r 

axes les demi-arêtes - > - > -, de sorte que, si a, p, 7 désignent les in- 

•A ^ <iO 



clinaisons de SO sur ces axes, on aura 

(i) 



- = R cosa, - = R COS0, - = R COS7. 
2 '2 '^ 2 ' 



Dans la relation (III) du n°231, mettons à la place de cosa, cosp, COS7 
leurs valeurs tirées des égalités (i), cette relation deviendra 





a 


b 


c 


I 


2R 


2R 


2R 


a 

2R 


T 


COSV 


COSfz 


b 
2R 


COSV 


I 


cos> 


c 




^ 





2R 



cosp cosX I 



= o, 



ou, en multipliant la première ligne et la première colonne chacune 

par 2R, 

4R* 



= o. 



(I) 



abc 
a I COSV cosfx 
b [cosv I cos> 
c COSfX cosX I 

Cette relation nous donne l'expression en question 

o n b c 

a I cosv cosfA 

b cosv I cos) 

c COSfX cosX I 



4R2A2= — 



312. Expression développée du rayon de la sphère circonscrite 
au tétraèdre, en valeur de trois arêtes contiguês et des inclinaisons 
mutuelles de ces arêtes. — Si nous développons le déterminant (I), 
nous trouverons que 



4R2A2 = (fi sin^X -H 2^c(cos|x cosv — cosX ) 
b'^ sin*|xH- 2Cfl(cosv cosX — cosp) 
c* sin*v -h 2«è(cosX cos|x — cosv ). 



(ÏI) 



313. Expression en déterminant du rayon de la sphère circon- 
scrite au tétraèdre, en valeur des six arêtes a et a', b et b\ c et c\ 



LE TÉTRÀÈDBE. 
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opposées deux à deux. -— Dans le déterminant (I), multiplions les trois 
dernières colonnes respectivement par a«, 2^, 2c, puis les quatre lignes 
résultantes par ^, a, b, c\ l'équation deviendra 



i6a2^>«c2A2R2=: — 



b^ lab cosv 
o a^ 



aûfècosv 2c«cos/A 
ib^ 2^ccosX 
b^ c2 



c2 2c«cos|x a^ccosX ic^ 



ou, en remarquant que à^b^c^l^^ = 36V* et en tenant compte des éga- 
lités (i) du n°294, 



576V>R*-=- 



o «2 b^ 

«2 2rt2 ^2_^_^2_c 

b^ a^-hb^- c'2 2 Z>2 



C2 • 
'5 ^2 _^_ ^,2 __ ^'2 

/;2 -H C2 — «'2 



C2 c2 -h «2 _ ^'2 ^2 ^ ^2 



^ 



/2 



2C2 



Retranchons d'abord la première ligne de chacune des trois suivantes, 
puis la première colonne aussi des trois suivantes ; il nous viendra 



576V2R2== 






«2 


^2 


C2 


«2 





-C'2 


6'2 


^2 


~C'2 





— fl'2 


C2 


b'^ 


— ^'2 






Enfin changeons les signes des trois dernières lignes, puis le signe 
de la première colonne résultante; le déterminant sera multiplié par 
(— 1)*= I et n'aura pas changé de signe. Nous avons ainsi l'expression 
demandée 



(in) 





ô 


«2 


62 


C2 


576V2R2-- 


û2 
b^ 




C'2 


C'2 



6'2 
«'2 




C2 


è'2 


«'2 






314. Autres formes de ce déterminant (III). — Si nous nous re- 
portons aux transformations du n** 73, nous verrons que cette expression 
affecte encore les deux formes suivantes : 



(IV) 



576V2R2 = -. 






I 


I 


I 


I 





C2c'2 


^2^2 


I 


r2 6''« 





^/2«'2 


l 


b^ b"^ 


a^ «'2 
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et 



(V) 



576V*R« = - 



o a a' bb' ce' 



aa 



o 



ce 



bb' ce' o 



bb' 



aa 



eC 



bb' 



aa'^ 



315. £xpression,développée en produit, de la valeur de 576 V'R*.— 
Dans le déterminant (V), remplaçons la première colonne par la somme 
des quatre colonnes : nous obtenons 

aa' -h bb' 
aa' -h bb' 
aa' -+- bb' 



576V»R«=- 



aa 



bb' 



ce' 


ad 


bb' 


ce' 


ce' 





ce' 


bb 


ce' 


ce' 





aa' 


ec' 


bb' 


aa' 






Nous voyons ainsi que le déterminant(V) est divisible par ««'-h bb'-hcc. 
Si l'on avait remplacé la première colonne par la somme des quatre co- 
lonnes respectivement multipliées par i, i, — i et — i, on aurait trouvé 
que le déterminant (V) est aussi divisible par bb'-h ce*~ aa'. Il est aisé 
de voir qu'il est de môme divisible par ce' -+■ aa'-+- bb' et par aa' -+- bb'^cc' 
et qu'en définitive on a 

j Ô76V«R2 = {aa'-+ bb'-h ce) (bb' -h ec' — aa') 

\ X {ec' 4- aa'-- bb') (aa' -h bb'^ec'), 

ou 



(V) 



(VII) 
en posant 



72V«R» = P2(P*-««')(P*— ^*') (P2— ce'), 



aa*'-hbb'-hec^ = 2?^. 



Cette dernière formule (VII) est due à Crelle (Crelle, Sammlung 
mathematischer Aiifsàtze und Bemerkungeriy 1. 1, 3, p. io5). 

316. Calcul direct du déterminant (III). — Supposons que le té- 
traèdre SABG soit rapporté au centre de la sphère circonscrite et dési- 
gnons par x^ x^ 2; ^1, ji, zi\ oTa, jj, z,; 0:3,^3, Z3 les coordonnées des 
quatre sommets S, A, B, C. 

Dans l'expression ( XVIU ) du n* 306, qui donne le volume V du té- 
traèdre, multiplions la première colonne du déterminant successivement 
par R et — R ; nous obtenons les deux égalités 



6VR = 



R 


X 


y 


z 


R 


^1 


ri 


Zl 


R 


Xî 


rs 


Zi 


R 


^z 


Xz 


«3 



-6VR = 



-R 


X 


y 


z 


-R 


Xi 


Xi 


Zi 


--R 


Xi 


r% 


2t 


-R 


Xi 


rs 
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LIVRE III. — CHAPITRE ÏV. 



§ IV. — Rayon de la sphère inscrite dans le tétraèdre (*). 

* 317. Prenons encore le sommet S pour origine et les arêtes SA, SB, SC 
pour axes des coordonnées. Soit le centre de la sphère inscrite dans 
le tétraèdre et rie rayon.de cette sphère. 

Si x\ y, z' sont les coordonnées du centre 0, les distances de ce centre 
aux plans de coordonnées SAB, SAC, SBC étant toutes trois égales à r, on 
aura, en vertu des formules (III) du n** 270, 



(I) 



r = 



A.r' A/ 



Az.' 



siuA smoL biiiv 



D'ailleurs le plan de la quatrième face ABC du tétraèdre est 



.r y z 

1- - H l = G. 

a b V 



Nous voyons ainsi qu'il sufût de remplacer, dans la formule ( 3 ) du n° 269, 

A, B, C et D par - » y ? - et — i , /? par r, et x\ y, z' par leurs valeurs 

rsin> rsinw rsinv^. , , , , • i»» ^. 
> -y — - — tirées de (i), pour avoir 1 équation 



(a) 



sinX sinp 



/sin 










I 


I 


I 






n 


h 


c 


sinv 


--y= 


I 
a 


I 


COSV 


COSp 


t: 


rj 


I 

l 


COSv 


I 


COS> 






I 
c 


COSa 


cosX 


I 



qui nous fournira la valeur du rayon r de la sphère inscrite. 

Dans le déterminant du second membre, multiplions les trois dernières 
lignes, ainsi que les trois dernières colonnes, respectivement par tf, h 
et c, et divisons hors barres par le produit a,h.cxa.b,c = a^h^d^\^ 



(*) DosTOR, Nouvelles Annales de MathématiqueSy 2* série, t. XII, p. 367. 
— Archives de Mathématiques y 1876, t. LVIl, p. 170. 
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déterminant prend la forme 



a^b^c^ 



1 I I 

1 â* r/ôcosv cacosfx 

I û'^cosv ^2 ^rcosX 

1 CûCOSfX ^ccosX c2 



et montre (297) que le second membre de l'équation (2) est égal au 
carré de la double surface S du triangle ABC divisé par a^b^c^. Nous 
avons donc 

sinX sinfjt sinv A\2 ^gî 



/sin 



A\2_ 

r J ~ a 



^b^c^ 



d'où nous tirons 

(I) 



A 

r 



sin> sinfz 



a 



sinv 
c 



2S 
ab 



c 



Cette formule donne les deux rayons des deux sphères tangentes aux 
quatre faces du tétraèdre, lesquelles sphères ont leurs centres situés sur 
la droite (271 ) 



X 



sin). sin/x sinv 

* 318. Si Ton a soin de changer dans cette équation (I) successive- 
ment le signe de sinX, sinp, sinv, on formera les trois équations 



(0) 



A 


sinu. 


sinv 
c 


Rin> 
a 


abc' 


A 


sinv 

1 


ftin> 


sin tx 

i 

b 


-H '^S ^ 


r" 


c 


a 


abc 


A 


sin> 

h 

a 


sin a 


sinv 
c 


abc 


r'"" 


b 



qui donnent les rayons des six autres sphères tangentes aux plans des 
quatre faces du tétraèdre. 

Ces sphères ont leurs centres situés, deux par deux, sur les droites 
respectives (271) 

.V Y Z 



sinX ~ 


sm/x 


sinv 


.r 


r 


z 


sin)v ~" 


smfz 


sinv 


.r 


Y 


z 



sm/ 



sm^ 



smv 
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qui, étant dirigées dans Tintérieur des trois dièdres 

SA'BC, SAB'C, SABC, 

formés par deux des arêtes SA, SB, SC et le prolongement de la troi- 
sième, sont les lieux des points équidistants des faces de ces trièdres. 



§ V. — Tétraèdre circonscriptible par les arêtes ( * ). 

* 319. Nous donnerons ce nom aux tétraèdres, dont les six arêtes sont 
tangentes à une même sphère. 

Conservons toutes les notations précédentes, et appelons a, p, 7, ^ les 
segments des arêtes qui sont compris entre les sommets A, B, C, S du 
tétraèdre et les points de contact de ces arêtes avec la sphère. 

Si nous supposons que la sphère touche à la fois les six arêtes et non 
leurs prolongements, nous aurons 

^•^^ I a'=p-+-7, ' ^'==7-ha, c'=a-f-p, 

d'où nous tirons, en ajoutant verticalement, 

(I) ci-+-p-hy-i-§ = a-{-a'=b-i-b'=c-{-c'. 

Donc, dans tout tétraèdre circonscriptible intérieurement par les arêtes, 
les sommes des arêtes opposées sont égales entre elles. 

* 320. Cosinus des angles au sommet S. — Désignons toujours ces 
angles BSG, CSA, ASB par X, p, v. Puisque 

a'* = ^2-+- c*— 2bc cos'k, 
il vient 

COS> = 7 = ^ : -!—T — = 4 ' 

20c 2,0c 10c 

nous avons donc 

,„, . 2^7 a7a aa6 

(II) COSA = I 7-^, COSfX = I *—t COSV = l j-i-, 

^ ' oc ^ ca oc 



(*) G. DosTOR, Nouvelles Annales de Mathématiques, 2* série, 1874» t. XIII, 
p. 563. — Archives de Mathématiques, 1876, t. LVII, p. 172. 



d'où nous tirons 

(ni) 



sin^- 

2 
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ca 



'± 



«g 



3âl. Volume du tétraèdre. •— La formule (in) du n** 293 nous donne 

- COSV — COSpt 

I — cosX 

C0S> — I 

O 

— COSV — COSfA 

-— I — cosX 
— cosX —I 



36 V* = — tf*^*c2 — COSV 

I — COSfZ 

I o 

I ^ I 

I — COSfX 
I — COSfx 



== — flî^îcî 



Ajoutons la première colonne à chacune des trois suivantes; il nous 

vient 

I I I 



36V* = — ««^*c« 



I 
I 
I 
I 



o 

I — COSV o 
I — COS/x I — cosX 



I — COSV — COSfA 

— cosX 



Si dans ce déterminant nous substituons les valeurs (II) et que nousmuU 
tipliions par a, b^ c d'abord les trois dernières lignes, puis les trois der- 
nières colonnes, nous aurons 

i a b c 

a o lot.^ 27a 

b i(xB o 2^7 

c 27a 2^7 o 



36V> = - 



Divisons enfin les trois dernières lignes par 2 et multiplions aussi par 2 

la première colonne résultante ; le déterminant sera divisé par 4) et il nous 

viendra en définitive 

7. a b c 

a o oip ya. 

6 afi o P7 

c 7a ^7 o 



(IV) 



9V« = - 



pour le triple carré du volume du tétraèdre. 

* 322. Rayon de la sphère tangente aux six arêtes du tétraèdre.— 
Soient &> le centre de cette sphère et p son rayon. Appelons «p Tinclinaison 
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commune de la droite So sur les trois arôtes du trlèdre S. Nous avons, en 
ayant égard à la formule (XXVI) du n°246, 

4 sm - sm J- sm - 
p = (^ tang cp = ^ ^ î 

et, si nous mettons dans cette expression les valeurs (III), nous trouve- 
rons que 

^^' ^ abc\ 3V 

* 

323. Angles des arêtes opposées. — Représentons par JU, 'Ub, C les 

inclinaisons mutuelles des arôtes opposées a et a*, 6 et ô', c et c'. Nous 

avons (283) 

aûra'cosJla = ^«-t- ^'^ — c* — c'* ; 

remplaçant les arêtes par leurs valeurs (i) en fonction de a, p, 7, ^, nous 
obtenons 

cos li'o = -7 Vtu » 

(fi -+-7) (^-^«) 

d'où nous tirons 
VI tang2~ = -^ ^, tang2— = ^^^ 3, tang8- = -^^^ — -., 

^ ' ° 2 ay H- ptf ° a pa -+- 7(y ° 2 7p -f- oo 

et par suite 

( Vni ) tang — tang — tang — = 1 . 

^ JL Jeê 

* 324. Si la sphère, tangente aux arôtes BC, CA, AB, touchait exté- 
rieurement les arôtes SA, SB, SC aux points Ai, Bi> Ci, on aurait tou- 
jours 

mais il viendrait 

où 

^'=SAi=SBi = SCi. 
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On trouverait alors que 
(IX) a-t-p-+-7— ^' = û'— a = 6'— 6= c'— c, 

c'est-à-dire que les différences des arêtes opposées seraient égales entre 
elles. 
Le rayon de la sphère serait dans ce cas 

(X) ' p'=:'-ff- 

* 325. Pour le' tétraèdre régulier, on a 

a = p = y = J = 2 et V = ^; 



il vient, par suite, 



p = ^«v/îi; 



et, comme les rayons des deux sphères, l'une inscrite, l'autre circonscrite, 
sont 

r = 1 n = — j—f 

11 4 

on voit que 

(XI) pi = l' = Rr. 

Donc, dans le tétraèdre régulier, le rayon de la sphère tangente cuix 
six arêtes est moyen proportionnel entre le rayon de la sphère inscrite 
et celui de la sphère circonscrite. 



§ VI. — Tétraèdre équifacial. 

* 326. Nous donnerons ce nom au tétraèdre dont les quatre faces sont 
des triangles égaux ; les arêtes opposées y sont deux à deux égales et les 
angles plans de chaque trièdre valent ensemble deux droits. 

Nous représenterons par a, ô, c les trois côtés du triangle générateur ABC 
et par A, B, G les angles opposés à ces côtés. Nous désignerons d'ailleurs 
par les mêmes lettres «, 6, c les angles dièdres qui sont adjacents aux 
arêtes «, 6, c du tétraèdre. 



(*) G. DosTOR, Archives de Mathématiques et de Physique, 1875, t. LVII, 
P- 179- 

DosTOR. — Déterm, 19 
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Dans les formules du n** 248, remplaçons a, f*, v par A, B, C et X, Y,Z 
par «, ^, c; elles deviennent 

(I) COS« -f- COSÂ H- cosc = I, 

t . 

(II) A = 2v/cosAcosBcosC = 2 tang- tang- lang-- 

■A J& JS 

* 327. Volume du tétraèdre. — Mettons cette valeur de A dans la for- 
mule (II), V = •^abc^^ du n* 292; nous obtenons, pour le volume du té- 
traèdre, 



V = - nbc y/cosA cosBcosC; 

or le triangle générateur nous donne 

b^-hc^—n^ ^2_^_^2__^î ai-i-b^—c^ 

cosA = 7 ) cosB = ) cosC = -, ; 

10c 2 ca 2 ao 

par suite, nous trouvons, en substituant et en élevant au carré, 

« 

(III) 72V2= (^>2-hc2— flî) (c2-f-«2— ^2)(^2^_^î_cJ), 

* 328. Rayon des sphères inscrite et exinscrite. — Désignons ces 
rayons par r et /-', et par S la surface du triangle générateur. Il est évi- 
dent que 

il vient donc" 

(IV) 87-^=2r"= (/;2-Hc2-^2)(f2-f-/y2-^2)(^2-4-/>2^^2^ 

Si H est la hauteur du 'tétraèdre, on aura 

3V 

H = ^- 4r=2r'. 

Ainsi la hauteur du tétraèdre equifacial est égale au diamètre de ht 
sphère exinscrite et égale au double diamètre de la sphère inscrite. 

' * 329. Rayon de la sphère circonscrite. — Les arêtes opposées du 
tétraèdre equifacial étant égales, la formule (VI) du n*» 315 nous don- 
nera 

576V2K2= (««4-^2h-c2) (^2h-c«— «8)(c2-f-r72 — 62)(û2-+-Z»*-c2); 



I 
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divisant cette égalité membre à membre par la relation (III) qui précède, 
nous obtenons 

(V) 8R« = ^«H-^>î-f-c2. 

Donc le double diamètre de la sphère circonscrite au tétraèdre équifa- 
cial est égal à la racine carrée de la somme des carrés des six arêtes 
du tétraèdre. 



§ VII. — Tétraèdre a arêtes opposées rectangulaires (*). 

* 330. Théorème I. — Dans tout tétraèdre à arêtes opposées rectan^ 
gulairesy les sommes des carrés des arêtes opposées sont égales entre 
elles. 

Nous avons vu au n"" 281 que, si deux systèmes d'arêtes opposées sont 
rectangulaires, les deux arêtes opposées restantes sont aussi perpendicu- 
laires entre elles. £n supposant donc 

(i) a = p=7=-) d'où C0Sa = C0Sp = COS7 = 0, 

les trois formules (1) du n"* 283 donnent de suite 
(I) /?«-!-«'« = b^-hb'i = c'2-f- c'«. 

* 33i . Théorème II. — Dans tout tétraèdre à arêtes opposées rectan- 
gulaires, les trois arêtes d'un même trièdre sont proportionnelles aux 
cosinus des faces opposées de ce trièdre. 

Car l'hypothèse (1) réduit les égalités (III) du n**284 aux suivantes : 
a cosfjt = b cosX, b cosv = ccosfjt, c cos). = cosv, 

qui donnent 

(H) «=-i-==^, 

^ ' COSA COS|X COSV 

* 332. Relation entre les trois arêtes d'un même trièdre et les 
angles dièdres adjacents. — Soit - la valeur commune des trois rap- 
ports (II), de sorte que 

( 2 ) COS' X = a' /•*, COS* p = ô' r*, COS* V = 6'2 /•*. 



(') G. D08TOB, archives de Mathématiques et de Physique, 1875, t. LVH, 
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Le trièdreS nous donne aussi 



_ sin'p _ 8in*v ^ .^ 



sin'X 

sin^ a ~~ sin' b ~ sin' c 



d'où nous tirons 



( 3 ) sin* X = r'* sin« ût, sin* f* = r * sin* ^, sin* v = r'* sin* c. 

Ajoutant les égalités (2) et (3), nous obtenons 

— I -f- r*a* -H r'* sin*rt = o, 
-- i-H r*^* 4- r'* sin* ^ = o, 

— I -f- r*c' -t- r* sin'c = o. 

Éliminant les inconnues r* et r'* entre ces trois équations, nous trou- 
vons la relation 

I a> sin'a 

(m) I 6« sin*^ =0, 

I d^ sin*c 



qui, étant développée, se met sous la forme 
- . I t%\Vi^b sin^cX I /sin*c sin^^N i /sin'/Jt sin*^\_ 

On a pareillement les égalités 



I à> sin*fl 




I 6' sin*6 




I c* sin*c 


I A'« sin»^' 


=^0, 


I c* sin*c' 


= 0, 


I «'2 sin*^' 


I c'* sin' c' 




I û'2 8in*a' 




I 6'2 sin»^»' 



= 0. 



TT 



333. Dans les relations (X) et (XI) du n°291, posons a = -; elles 



donnent 



(V) 



î/i'î 



fl'fl 



= B* -H C*— aBC cosfl = A«h- S^ — 2 AScosa'. 



On en conclut que : 

Théorème III. — Dans tout tétraèdre à arêtes opposées rectangu- 
laires, le carré du demi-produit de deux arêtes opposées égale la somme 
des carrés des deux faces adjacentes à l'une de ces arêtes, moins le double 
produit de ces deux faces par le cosinus du dièdre compris. 
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* 334. Faisons sina = sinp = sinv = i dans la relation (XIII) du môme 
n° 291 ; nous trouvons que 

(VI) i (ûîa'2-+- ^«^^2-+- c^c'î) = A2 H- B« -4- C«4- S«. 
4 

Ainsi : 

Théorème IV. — Dans tout tétraèdre à arêtes opposées rectangu- 
laires, la somme des carrés des produits des arêtes opposées est égale à 
quatre fois la somme des carrés des quatre faces, 

* 335. Volume du tétraèdre. — Les égalités (II) donnent 

/ï* _ b^-i- c^ — ibc cosX _ a'^ 

cos*> ~" cos^p -h cos^v — 2 cos^ jcos/x cosv ~ sin^X — A* 

d'où Ton tire 

a'A* = û'sinU — rt'2 cos^X. 

On trouve ainsi que 

/ 36 V2 =5 a^b^c^^^ = b*c^{a^ sin«)i - a'^ cosU) 

(VII) ) =c«««(ô2sin2p— 6'2cosV) 
( = «2^2(^2 sin«v — c'2 sin»v). 
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CHAPITRE V. 

LES SURFACES DU SECOND DEGRÉ. 



§ I. La sphère. — § II. Les sarfaces du second degré à centre. — § III. Les 
surfaces cylindriques du second degré. — § IV. Les surfaces de réTolution 
du second degré. 

§ I. — La sphère. 

336. Expression en déterminant de l'équation de la sphère en 
▼aleur des dérivées et du rayon ( *). — Soient «, ô, c les coordonnées 
du centre C d'une sphère; R le rayon de la sphère, et ar, j, z les coor- 
données d'un point quelconque de la surface. L'équation de la sphère 
sera 

( -h 2(z — c)(j;— <7)cosfAH-a(j:— a)(7-— ^)cosv — R* = o. 

On en tire 

f'^ = i[x — a) -f- 2(j — b) cosv -h 2(z — c) cosp, 
f = i[x — a) cosv -h 2(j — b)-^ 'x[z — c) cos^, 
/^ = i[x — û)cosfA-t- i{j— b) cos^-+- i[z — c). 

Mais l'équation (i) de la sphère peut se mettre sous la forme 
Nous avons, par suite, quatre équations 

4R^^-î^(«-^)y;+M^-/)/;-+-a(^-^)/; =<>, 

/!p-h i[a—x) -+- i{b — y) cosv -h i(c — z)cos/x = o, 
/'h- i[a — x) cosv -f- i(b —y)-\-7,[c — z) cosX = o, 
/' -f- %[a— x) cosp-h 2(6 — 7)cos>. H- i[c — z) = o, 



C) G. DosTOB, Archives de Mathématiques et de Physique, i874i *• l'VI, p. io3. 
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entre les trois variables a(a— ^), 2(^—7), i{c — z). Éliminant ces 
variables, il nous vient l'équation 



(ï) 



4R2 

f 

J X 



/x /; /; 

I COSV COSfA 

COSv I cosX 

COSfX cosX I 



= o 



pour celle de la sphère 
En développant le premier membre, on ramène cette équation à la 

forme 

I4A2R2= sin^xy^î -h2(cospcosv — cosX)/' ./^ 
H- sin»fjt/'*-f- a(cosv cos> — cosp)/^ ./^ 
H- sin'v/^2 -f- 2(cosX cosjx — cosv )/!p. /' , 

où A exprime le sinus du trièdre formé par les axes de coordonnées. 

» 

337. Équation de la sphère passant par quatre points 
donnés. — Si les axes de coordonnées sont rectangulaires, 
réqualion de la sphère sera de la forme 



(-0 



d -\- 2 ax -k- iby -\- 2CZ -\- x^ -\- y^ '\- z^ zmo. 



La sphère contiendra les quatre points Mi, Mj, M3, M4, si 

les coordonnées de ces points 

satisfont à réquation( 2). On ohtient ainsi les quatre équations 



(3) 



d 


-H 2axx 


-h 2 


^7i 


H- 2CZx 


-^x\ 


-+-7Î 


+ ^î 


— 0, 


d 


-f- lax^ 


-f-2 


by. 


-\- 2CZ^ 


-^xl 


-+-7i 


+ ^î 


— 0, 


d 


-+- 2axz-[- 2 


byz 


-+- 2C^3 


-+-xl 


+ 73 


-^^l 


— 0, 


d 


-h 2axi^ 


+ 2 


^7* 


-\-2CZ^ 


-^-xl 


-+-7* 


HH^J 


— 0, 



qui fournissent les valeurs de a, 6, c et d, La substitution de 
ces valeurs dans l'équation (2) donnera l'équation de la 
sphère. 

Cette équation peut s'obtenir immédiatement. En effet, les 
cinq équations précédentes (2) et (3) sont du premier degré 
par rapport aux quatre inconnues d, 2a, 2b et 2c; elles sont 



296 



LIVRE III. — CHAPITRE V. 

- a* 

^ C3 QD 

^ a- es 
•^ tr* > 
'n: .s a 



c 













>»4 
CCS 












a» 












> 


M 


Mv4 


»1<N 


Mm 


M<» 





^ 


l^ 


^^ 


^ 


^ 


+ 


+ 


+ 


+ 


+ 


^■ri 


M 


«•* 


MM 


MCO 


M-* 


es 

• 


^ 


^ 


^ 


^ 


ÎS 


+ 


+ 


-- 


+ 


-- 


fi 


•« 


•(«4 


•«M 


MCO 


M-4> 


^ 


^ 


^ 


^ 


^ 


^•» 












ai 




»< 


M 


«9 


•4- 


a» 


t^ 


^<l 


^ 


^ 


>^ 


«id 












fi 




«4 


M 


m 


.•* 


Ci 
fi 


H 


^ 


^ 


ÎS 


^ 


•»4 












a 




V4 


«4 


m 


•♦ 


^ 


^ 


^ 


.^ 


H 















♦^ 












^ 


>H 


>-4 


NH 


NH 


>H 


T3 












&H 












fi 












^ 





































fi 

























T3 












• •^ 












a» 












a» 












^-i^ 












A 












•^" 












♦J 












ce 












Q. 












S 






































4-> 












fi 












<D 












a 












•^ 






/"**» 













N*H 






f;^ 






N- H 













«. ^ 







^8 I 

— ' ^ M 

-. o) 2 
,. a t3 

^ g 'O 

Ho© 

a ^ ^ 

•1 ' i 

O <D Ç 

■S S* g 

o © H 

I s5 

a "^ 

as « ^-^ 
©OH 

o cd n 

•fH ,^ 

o fx *-< 
© » — 

S 5:S 
fl «'^ 

-;3 ^ ® 

rt » c3 

© ^ o 

00 iT — ' 

^ ^ g 















•• 


M 


•< 


•«_ 














•« 


>• 


■^ 


"» 














ï 


»9 


1 


1 

•a 














M_ 


kT 


►» 


»* 














-(- 


+ 


+ 


+ 














•• 


m 


•« 


•«_ 






• 








•• 


■♦ 


■• 


'» 















t^ 


=r 


T 


1 






1 






G 



1 

+ 


1 

+ 


1 

+ 


•• 












^j» 


M 


«H 


M 


«0 


•4> 


pS 


•• 


•• 


•• 


M 


tQ 


K> 


ï^ 


kd 


t9 


■♦ 


."« 


•♦ 


<• 












"© 


^ 


-! 


H 


H 












(U 


1 


1 


1 






w* 


M 


ce 


.•♦ 






w« 


•« 


M 


is 


H 


S 


*-x 


K 


en 


^ 


W^ 


V 


H. 




^* 


M 


« 


,•♦ 


C 


<n 


•J_^ 


•« 


M 


H 


H 


H 


H 


H 




G 
© 


'es 


•s 

T 


14 

1 


* 


*^ 


»« 


tM 


*^ 


•M 


4>» 


»« 


k^ 


« 


1) 















■i 


+ 

9* 


+ 

•• 




M 


M«4 


MM 


MCO 


M^ 


t/i 


• 


ev 


"^ 


•a 


t» 


KJ 


t^ 


b^ 


►0 


P 


>s 


r 


f» 


>S 


+ 


+ 


+ 


+ 


+ 


§ 


1 


1 

•• 





^. 


M^ 


MM 


K 




55 


+ 




i 


+ 


+ 


+ 


+ 


f 


-- 




ca 


f 


H- 

1 


«a 


M 


M^ 


MM 


MCO 


«*•* 


1 


1 


1 


1 


H 


!>{ 


H 


H 


H 


e« 


S. 


^ 


*l 


w. 






























ÇU 


M 


•• 
















ca 


«' 


«4 




to t« 






#^ 






© 


1 


1 




1 1 













a 


1 


1 




L l 






• 






ftf) 


l^ 


»« 




1" N 






1 






'1"^ 


T 


T 




+ T 












fi 

e0 


1 


— 

f 





<n •< 




W4 


M 


ç» 


"* 






1^ 

es 


es 


►^ 

« 


vu 


"a, 


1 




a 












•1—» 




-^r' 






1 


• 


1 




1 
1 




+ 

•• 








> 




es 


^ 


es 


© 


1 


1 
H. 




n 


1 




1 


1 


1 




f 




ai 

î 






»< 


.** 


CI» 


•* 


(3 


1 




ai 


«a •♦ 


H 


>i 


H 


H 


H 


1 


»^ 




»* 


T r 


es 


« 


cS 


es 


es 


+ 




+ 


+ + 












(m 


1 




•« 


•* ^ 


1 


1 


1 






2 

*© 













• 








'O 


1 




i, 


•» ."♦ 


M 


M^ 


MM 


Meo 


M-* 


X 


>^ 




- . " 


>% ^ 


K) 


k^ 


to 





tQ 


T 




+ 


J- J 


+ 


+ 


+ 


+ 


+ 


© 
73 


9* 

' ^* 

H 

1 








M 


M«H 


MM 


Mm 


M-* 


— ^\ 




1 


1 1 


K 


K 


K 


K 


^ 


CD 
© 


1 
H, 




h 


ii 


+ 


-- 


+ 


+ 


+ 



© 




.^». 




M 


M «N 


MM 


MCO 


M-* 


'O 




« 


a< 


•• ÎL 


H 




N4 




1^ 


.1-» 




+ 


L 
î 


II 












f ^ 












^ 





1 


1 

•t 


kk 












en 

C 




T 


+ 


ï i 














en 






m 

H 














•»« 






1 














eo 




1 


1 


l * 












b 




^ 


H. 


îî. i 



LES SURFACES DU SECOND DEORÉ. 

Cela obtenu, posons 
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puis 



(a: 

(•2^3 
(0:4 

(•2^2 — 

(Xi — 



(7 
(Ji 

(J2 



-H (5 -Zi)2 = M Ml = 



-^1)2 
-.^2)» 



74)^ 
7)* 



(22 
(23 



22)^ 
Z3) 

Z)2 



= MiM2 = 



-74)2-+- (23- 24)2 = M3M4 = 






.r4)2 
^2)2 



(72-74)^-+- 
(73-7)^ 
(74—72)' 
(7 -72)' 
(71—73)' 



(22 

(«3 
(S4 

(2- 
(21 



Z4)' = M2M4 =a2, 
2)2 =M3M '=P2^ 

32)' = irMi'=^*, 

23)' = MiM2^=s2. 



Si nous substituons ces carrés daiis la dernière équation qui précède, 
nous obtiendrons la relation à trouver 



(IV) 



O /72 (^2 pS ^2 : 
«2 o é>2 s2 y' 
(^2 Z,2 o C2 a2 



P^ 



>2 



^2 



/2 a2 ^ 



= o. 



§ II. — - Les surfaces du second degré a centre. 

339. Forme en déterminant de Téquation de Tellipsoïde 
et des deux hyperboloîdes. — Considérons l'ellipsoïde 



œ' 



a 



'2 



r 



r»/2 



O, 



rapporté à trois diamètres conjugués 2a', 26', ic'. L'équation 
peut se mettre sous la forme 



(0 



b'^ c'^ x^ -h c'« a'*/» + a'2 ^'2 ^2 _ ^^2 ^/2 ^^s^ 
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Joignons un point quelconque M de la surface {/ig,i6) 
dont les coordonnées sont œ, j, z au centre de la surface 
et aux extrémités A', B', C des demi-diamètres positifs OA', 
OB', OC et tirons les droites B'C, C'A', A'B'. Nous formons 
ainsi les quatre tétraèdres 0MB' C, OMC'A', OMA'B' et 
OA'B'C. 

Fig. 16. 




Appelons v Tangle A'O W compris entre les deux demi-dia- 
mètres OA', OB' et désignons par v' l'inclinaison du troisième 
demi-diamètre OC sur le plan A'B' des deux précédents. 

Si nous prenons le triangle OA'B' pour base du tétraèdre 
MOA'B', la hauteur de ce solide sera la perpendiculaire MH 
abaissée du point M sur le plan A'B'. 

Or il est facile de voir qu'on a le triangle A'B' égal à 

j0A'.0B'.sinA'0B' = -Ja'6'sinv; 

de plus, si nous menons MP parallèle à OC jusqu'à la ren- 
contre du plan OA'B'en P et que nous tirions PH, nous 
aurons MP = -s et l'angle MPH = v'; par suite, on voit aussi 

que 

HM = MP . sin MPH zz: 5 sin v'. 

Il s'ensuit que le volume du tétraèdre MOA'B' sera 

^0A'B'.MH = -J-a'6'sinv.5sinv=z: J a'6'^.sinv sinv'. 

Mais sinvsinv' est précisément (233) le sinus A du trièdre 
OA'B'C formé par les trçis demi-diamètres OA', OB', OC; 
donc il nous vient 

vol.OMA'B'=i|a'6'5.A. 



ï 
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On verrait de même qu'on a 

vol. M C'A' = i c'a'/. A, vol. MB' G' — i 6V^. A; 

et, comme vol.OA'B'G'= |a'6V.A, on trouve que, si Ton 
multiplie l'équation (i) par ^ A», on aura 

(?) volMWOB'C'4-vol^MOC'A'+ vol*.MOA'B'=:vol«.OAB'C'. 

Ainsi V équation {i) de r ellipsoïde, rapporté à trois dia- 
mètres conjugués, exprime que, si Von joint un point quel- 
conque de la surface aux extrémités des trois demi-diamètres 
conjugués, la somme des carrés des trois tétraèdres ainsi 
obtenus est égale au carré du tétraèdre formé par ces trois 
dem i-diamètres. 

34.0. Gela étant compris, supposons que Tellipsoïde soit 
rapporté à trois axes quelconques passant par le centre de la 
surface et conîprenant entre eux un trièdre dont nous repré- 
senterons le sinus par A. Soient j^i, ji, Zi ; x^y jj, ^2; -^^s, J3, z^ 
les coordonnées des extrémités de trois demi-diamètres con- 
jugués quelconques OA', OB'^ OC'; et désignons par x, y, z 
les coordonnées d'un point quelconque M de l'ellipsoïde. 

Nous avons (307) le tétraèdre M OB' G' égal à 

X y z 

yy% '1/' f 

^3 J 3 -*'3 

et, comme les expressions pour les volumes MO C'A', MO A' B' 
et OA'B' G' sont analogues, nous obtenons, en substituant dans 
l'égalité (2) et en divisant par jg A', 



(I) 



Telle est V équation de V ellipsoïde rapportée à son centre, 
en valeur des coordonnées des extrémités de trois demi-dia- 
mètres conjugués (*). 



±iA 



X 


y 


A» 


2 


x^ 


7î 


.^2 


-+- 


^3 


Js 


^Z 





X y Z 


2 


X y z 


2 


^\ JKi -1 j* 


^3 73 -3 


+ 


^i y\ ^\ 




•2^3 y-t -2' 


^i Ji ^1 




jc% y% -s, 




^3 r3 -0 



(') G. DosTOR, La Science, i855, 3* semestre, p. 998. — Archives de Mathé- 
matiques et de Physique, 1866, t. LVI, Revue bibliographique, p. 5. 
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En développant les déterminants, on ramène cette équation 
à la forme 

+ (pc yxz^— X Ziy^ h- y z^x^— y x^z^ -h z x^y^— z y^x^Y, 

= (•^172-3— ^^l^îTsH- 7l-2'^3 — 71^2^3 -H -I-3?273— -172^3)^ 

34.1. Lorsque les coordonnées sont rectangulaires et que 
les demi-diamètres OA', OB', OC sont les axes de la surface (i), 
• réquation (I) se réduit à 



(III) 



xx^ 4- 77i + z z^ / xxi-j-yy^-hzzi ^^ 



19 '^ \ 2 



( xx%'\-yyz-\- zz^ 

\ •2^3 + 7Î + 



^a 



= ï, 



avec la triple condition 

/ ^2^3 + 72X3+^2^3 = 0, 

(3) j ^3^1 +7371 -+^3^1=0, 

( ^1072+7172 4- ^1-2 = 0. 

Siâ. Si les coordonnées ^3, js, ^3 sont seules imaginaires et 
de la forme p\/— i, l'équation (I) représentera un hyperbo- 
loïde à une nappe ; si ces coordonnées seules sont réelles et 
les autres imaginaires, on aura Thyperboloïde à deux nappes. 

3tô. Équation aux axes des surfaces du second degré. — 
Supposons que a, 6, c soient les coordonnées du centre de la 
surface du second degré 

I /(^,7, ^) = A^2+ AV + A''^' 

(4) ] -\-i^yz^iWzx ^iWxy 

\ H-2C^-+-2G'r-H2C-s + D = o. 

Cette équation peut s'écrire . 

f{x,y, ^) = A (^ — àf -h A'(7 — hy + k!\z — cf 

(5) { +2B(j— ^)(^— c)4-2B'(5— c)(^ — a) 

-H2B''(^ — «)(7— ^) 4-H=:o 
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OU encore 

(6) 2/(^,7,^) = (x-a)/:,-h(7-6)/^-i-(5-c)/;-h2H=zo, 
où Ton a 

(7) H ~ Ca -{- C'b-^ Ce -h D. 

L'équation du plan tangent au point {oc'^y'^z') de la sur- 
face ( 4 ) sera 

(8) (0^-0.0/:^+ (/-/)/>+ (^-'S')/;=o, 

pendant que la droite menée du centre (a, 6, c) au point (00', y\ z') 
sera représentée par les équations 

, ^ X — a y — h z — c 

( Q ) '=■ '- ::=: • 

^^^ jo' — a y' — b z'^c 

Pour que le point {x'^y'^z') soit un sommet de la sur- 
face (6), il faut et il suffit que le rayon central (9) soit per- 
pendiculaire au plan tangent (8). On obtient ainsi les égalités 
de condition (268) 



/ '.-:. 



/; 



{x' — a)-\- {y'— 6)cosv-h {z' — c)cos(x 

(IV) <' = '^ 

"^ ^ (^'— a)cosv H- (7'— 6)-+-(5'— c)cosX 

y:^i_ 

(x'—a) cos{ji. + (j'— b) cosX-t- {z' — c)^ 

où X, (JL, V sont les angles des axes. 

Ces équations (IV) existent pour toute droite menée du centre 
à un sommet quelconque de la surface; il suffit donc d'y sup- 
primer les accents des variables pour avoir les équations qui 
déterminent les axes de la surface (4)- 

Sh'k'. Grandeur des axes des surfaces du second degré. — 
Dans les équations des axes (IV), où x, y, ^désignent les 
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coordonnées d*un sommet 

f.r 



(V) 



{x — «)-!-(/ — b) cosv -\-{z — c) cos{A 
{x — a) cosv -H (j — ^) H- (^ — c) cosX 

Â , 

{x — a) cosfJ!.-!- (7 — b) cosX-i-(^ — cY 



multiplions les deux termes de la première fraction par^r — a, 
ceux de la seconde par ^ — 6 et les termes de la troisième 
par z — c, puis faisons la somme des numérateurs et celle des 
dénominateurs; nous obtenons une fraction dont le numé- 
rateur, en vertu de l'équation (6), est égal à — 2H et dont le 
dénominateur est égal à R*, R désignant la distance du centre 
au sommet. 
Nous formons ainsi les trois équations 

RViH- 2H[ a? — a-h (j— ^)cosv -h (j — c) cos|jl] = o, 
R*y^-4- ill[(x — a) cosv-t-/— b -h (^ — c)cosX] ==10, 
RV5 + 2H[(^ — a) cosjaH- {y — b) cosX -}-(2 — c] ~o, 

que nous pouvons transformer. 

En effet, Téquation (5) donne pour les demi-déi*ivées les va- 
leurs 

y^^ K {X - a) ^W{y - b) -^W{z -c), 

en les substituant dans les trois équations qui précèdent, on 
les change en 

(AR* 4-H)(^ — a)-h(B'^R*4-Hcosv)(7 — 6) 

-h(B'R2+Hcostx)(^ —c)=.o, 

I (B''R2-f-Hcosv)(a; — a)-{-(A'R*+H)(7 — 6) 
^'^^ ^ -4-(BR«4-HcosX)(z^c) =0, 

(B'Rj-HHcos|JL)(a; — a)-h(BR2+HcosX)(7— 6) 

-+-(A''R*+H)(s— c) ^o. 
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3o3 



Ces trois équations sont homogènes et du premier degré 
par rapport aux variables x — a, / — h et z — c ; si nous éli- 
minons ces variables, nous obtenons la résultante 



(VI) 



AR«-+-H B'Rî-hHcosv B'R^+Hcos(JL 
B''R*-{-Hcosv A'R'-+-H BR*+HcosX 
R'R«4-Hcos|jL BR«+HcosX A''R«-+-H 



= 0, 



qui nous fournit les carrés des demi-axes de la surface du se- 
cond degré (4). 

Développons ce déterminant par la méthode de Sarrus, il 
nous vient 

(AR«-hH)(A'R*+H)(A''R«4-H) 

4- 2(BR2-f- H cosX) (B'R*-i- H cos(x) (B''R2+ H cosv) 

— ( AR*-hH) (BR2+ Hcos Vf— (A'R^-i-H) (B'R«+ H cos (x)» 

— (A"R2-+-H)(B'^R'+Hcosv)'zz=o, 
et, en effectuant, 

(AA'A''-f- 2B'BB;-- AB2-- A'B'î- A"B'"2)U6 
— [(B2-A'A") H- (B'« - A^A) -f- (B''2— AA) -+- 1 (AB— B'B") cos X 
, -+-2(A'B'— B'B)cosfx-f-2(A"B"-BB')cosv]HR* 

' [Asin'X-4- A'sin'p-+-A''sin'v-i-2B(cosfjtcosv — cosX) 

-^- 2B'(cosv cos>— cos|x)-f-2B"(cos).cos/z— cosv]H'R* 

-+-(l— COS*X — COS*/x— C0S*VH-2C0SXC0S|X — COSv)H'=o. 

314 Us, Équation d'un axe en valeur de la grandeur de cet axe. 
— Multiplions les égalités (lo) respectivement par BR^ + HcosÀ 
B'R^-H H cosfA, B"R2-+- H cosv et retranchons chaque résultat du précé- 
dent, nous obtenons les nouvelles égalités 



(VIII) 



[(AB — B'B')R*-f-(B— B'cosv— B''cosfx-4-AcosX)HR» 

— (cos /x cosv — cosX)H2](j:— «) 

[(A'B— B''B)R*-+-(B'— B^cosX — B cosv-h A'cos/z) HR« 

— (cosv cos). — cosfx) H2] {y— b) 

: [(A''B''— BB') R*-i- (B'~ B cos p — B' cos). 4- A cosv) HR« 

— (cosXcos/x — cosv)H2](z — c), 



qui constituent les équations de l'un quelconque des trois axes en valeur 
de la grandeur R de cet axe. 
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S&'ë. Équation et grandeur des axes des surfaces du second 
degré, pour des coordonnées rectangulaires. — Ces équa- 
tions s'obtiennent en faisant cosX = cosfx = cosv =r o, 
sinX=i:sinix=: sinv = i dans les formules (V), (VI), (Vil) 
et (VIII). On trouve ainsi 



(IX) 



Jx ./y 

X — a y — b z — c 



fz 



pour les équations aux axes; 



(X) 



ou 



(XI) 



AR2 + H B''R2 B'R* 

B'R* BR2 A'R'^-hH 



== o. 



1 ( A A A ' 4- 2 B B' B' - ABa ~ A' B'« — A' B '* ) R« 

+ (A'A''— B*-i-A''A-B'2-hAA'-B''2)HR* 



B* H- A' A - B'2 -h AA' - B '2 ) HR 
(A-+-A -f-A'OH^R' + H' 



= 



pour \ équation qui donne la grandeur d'un axe, et 



(XII) 



[(AB — BB^R'-f BH }{x — a) 
= [(A'B' -B''B)R2-+-B'H](j— 6) 
=. [{M'W — BB' ) R2-h B''H] {z — c) 



pour les équations d'un axe en valeur de la grandeur de cet 



axe. 



346. Réalité des racines de Téquation du troisième degré 
en S. — ^ Soient a, p, y les cosinus de direction, pqur des axes 
rectangulaires, d'un système de cordes parallèles dans la sur- 
face du second degré (4); les équations de Tune de ces cordes 
seront 

X — a y — b z — c 



(11) 



a 



P 



ï 



a, b, c étant les coordonnées d'un point de la corde. Le plan 
diamétral correspondant sera représenté par l'équation 



«/;+p/;+/t^=o, 
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dont la développée est 

(Aa -h B"? -h B'y)^ 4- (B"a ^ A'p -+- By) J 

(B'a -+- B P -f- A/'y) 5 + C a -f- C'p H- C'y zii: o. 



Pour que ce plan soit perpendiculaire à la corde (i i), il faut 
et il suffit que Ton ait 

Aa + B'^p + B'y _ B'^g + A^p-^-BY _ B'a+Bp + A^Y _ a 
— — — ^ 

a p Y 

S désignant la valeur commune de ces trois rapports. 
Ces relations de condition reviennent aux trois suivantes 

( (A — S)a4-B''P-+-B'Y=:o, 
(12) B''a-f-(A' — S)P + By=^o, 

( B'a-f-Bp4-(A''— S)y — o, 

qui, pour être vérifiées par un même système de valeurs 
pour a, p, Y, exigent que l'on ait 



(XIII) 



A s B' 


B' 


B' A' S 


B 


B' B' 


A" S 



o. 



Il s'agit de prouver que les trois racines de cette équation 
sont toujours réelles. 

Cette proposition a été établie de plusieurs manières, entre 
autres par MM. Cauchy, Kummer, Borchardt et Jacobi; M. Syl- 
vester l'a démontrée aussi d'une manière très simple et fort élé- 
gante, en y appliquant la multiplication des déterminants (*). 
M. Gérono l'a encore prouvée tout récemment, au moyen des 
déterminants, dans son journal les Nouvelles Annales de Ma- 
thématiques, 2« série, t. IX, p. 3o5; 1872). 

La démonstration suivante nous paraît très avantageuse par 
sa grande simplicité. 

Multiplions les égalités (12) respectivement par B, B', B'^, 
que nous supposons tous les trois dillerents de zéro; elles 

{*) Philosophical Magazine, i852. 

DosTOR. — Déterm. ?.o 
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deviennent 

(AB - SB )a 4- B'Bfi-h BB'y — o, 

BB'a-+-(A'B -SB')p-^BB'Y == b, 
B'B'^a -h B'Bp -h- (A'^B'^-i- SB') y — o. 

Si nous posons dans celles-ci 
AB-B B''=:aB, A B'— B''B=ia'B, A" B' — BB' rrz «' B^ 

elles se changent en 

/ {a — S)Ba -hB'B'a-hB'Bp-hBB'Y^o, 

(i3) . I (a— S)B'p4-B'B"a-f-B''B?-+-BB'Y = o, 

( (a'— S) B'^Y -h B'B'oi + B'Bp 4- BB'y = o, 

lesquelles prouvent que 

(a — S) Ba = (a'— S ) B'p =r^ (a^'— S) B^'y. 

Beprésentons par P chacun de ces trois produits égaux; 
nous avons les valeurs 

t> p T> 

P~73 êTÔ7^ ï = 



(a — S)B' ^-(a'— S)B'' '~(a"— S)B^' 

qui, étant substituées dans Tune des équations (i3), nous 
fournissent immédiatement Téquation en S 

B^B^^ B B BB^ _ 

'"^(a — S)B "^ (a'- S)B'"^ (a''— S)B""" ^' 

qui devient, par Tévanouissement des dénominateurs, 

I B B' B"(S — a) (S — a') (S — a") 
(XIV) I — B'* B^'^ (S — aO (S — a') — B"' B*(S — a") (S - a) 

{ — B»B'2(S — a)(S — aO=o- 

Pour lixer les idées, supposons que le produit BB'B'' soit 
positif : 

i^ Admettons d'abord que les trois quantités a, a' y a" soient 
inégales et rangées par ordre de grandeurs croissantes. 

Si, dans Téquation (XIV), nous remplaçons S successive- 
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ment par — oo , a, a! y a!' et -h oo , le premier membre prendra 
les valeurs correspondantes 

— 00, — B''B''«(a' — a){a''— a), 
H-B'^^B^ (a''_aO(a'— a), 
— B« B'^Ca"— a)(a'' — «0, +°^, 

qui présentent trois variations; donc Téquation (XIV) a une 
racine comprise entre a et a! y une autre entre a! et a!' y et la 
troisième entre a'' et h- oo . 

2*» Si deux des trois quantités a, a', a% par exemple à' et a", 
sont égales, Téquation (XIV) se réduira à 

(S-a') [B'B''(S — aO i B (S— a) — B'B'^ j — B'2B'(-f-B''*) (S— a)]=z o 

et admettra une racine comprise entre a et a', une seconde 
égale à a' et la troisième plus grande que a\ 

3° Si les trois quantités a, a! y a" sont égales entre elles, Té- 
quation (XIV) a deux racines égales à a et la troisième plus 
grande que a. 



§ III. - Les surfaces cylindriques du second degré. 

"^Wl. Condition pour qu*une surface 

(0 /(•^,7,^) = o 

soit cylindrique. — Cette surface sera parallèle à la droite 

X y _ ^ 



abc 



(2) 

si le plan tangent 

(3) (^-^')/;'+(7-/)y;+(^-5')/i'=o, 

mené en un point quelconque (^,7, z) de la surface (i), con- 
tient la droite 

... X — x^ y — y' z — z^ 

(4) -^ = V^ = - - = a, 

qui est menée par le même point (^', j', z^) parallèlement à la 



3o8 
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droite (2). On obtient de la sorte, entre les quatre inconnues 
œ — x' y y—y\ z — z^ et— w, les quatre équations homo- 
gènes du premier degré- 



0. - w -h/i' (x — x') -hfy(,y - 


-y')-^fAz-z') 0, 


a,— u-\- i,{x — x') -\-o,{y- 


/)4-o.(5 z')-0. 


b, — u -^ o,{x — x') -h i.(/- 


-y')-^o,{z — z')—o, 


c — u-\-o.{x — x')-\- o.(j ' 


y')-^i,{z — z') — o, 



qui, pour être compatibles, exigent que leur déterminant soit 
nul. On trouve ainsi la relation de condition 



(I) 



o fx' fy fz' 
a i o o 

b o 1 o 



==0, 



qui doit exister quel que soit le point {x', y, z') de la sur- 
face (i). 

Cette relation, qui, par la suppression des accents, re- 
vient à 



(II) 



^Jx -+- Vr -+- ^/^ -"= O' 



se nomme Véquation aux différences partielles des surfaces 
cylindriques parallèles à la droite (2). Elle s'obtient immé- 
diatement en remplaçant dans {^) x — x'y y — y' et z — z' par 
leurs valeurs tirées des équations (4). 

Stô. Conditions pour que Téquation générale des surfaces 
du second degré représente un cylindre. — Dans la rela- 
tion (II), remplaçons /i, y^., /z par les expressions qu'en four- 
nit réquation 

f{x, 7, z) = A ;r' -h A'/'-h A'^z* -+- 2 Byz -h 2 B'zx -+- 2 B^xy 

-\- 2Cx -^ 2Cy -\- 2C''z -h^ = o; 

nous obtenons Tégalité 

a{A.x-}-By -hB'z-^C) -i- b{B'x -h Ay -h Bz -i- C) 

-^c{B'x-\-By -+- A'^^ -+- C) = o, 
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OU, en ordonnant par rapport à Xy j, z. 



(A a -h B'6 H- B'c) ^ .-f- (B'^a 4- A'ô 4- B c)7 

H-(B'« -f-B^> -f- AV)5 -+- Ca4-C'^> 4-C'c = o. 

Cette dernière égalité, devant avoir lieu pour toutes les va- 
leurs de X, j, z qui satisfont à l'équation (5) de la surface, 
exige que Ton ait à la fois 



(6) 



Aa-f-B"6-i-B'c 


— 0, 


B''a-f-A'6-hBc 


r^O, 


B'a4-B6 -h A"c 


— o. 


Ca 4-G'6-t-GV 


O. 



Ces quatre équations sont homogènes et du premier degré 
par rapport aux trois inconnues a, b^ c; pour qu'elles soient 
compatibles, il faut et il suffit que, étant considérées trois par 
trois, elles fournissent des déterminants nuls. On obtient ainsi 
les quatre relations 

A B'' B' 

(III) B' A' B .^^o: 

B' B A'' 



(IV) 



B" A' B 
B' B A'' 

C C C" 



— O, 



B' B A' 
C C C 
A B'' B' 



— o, 



C C CM 
A B' B' 
B'' A B 



= 0, 



dont deux quelconques sont une conséquence des deux 
autres. 
En développant ces déterminants, on a les équations 



(V) 



AA'A''4^2BB'B'— AB» — A'B'*- 



| C (B« - VA") + C (A'^B"- B B') 

(VI) \C'(B'«~A''A)-hC"(AB — B'B'O 
C''(B''*-AA')-f-C (A'B'— B"B) 



■A'B'"- 


:o; 




C'CA'B' • 


- B'B)- 


-o. 


C (A'B"- 


-BB')= 


--0, 


C'(AB - 


-B'B'')= 


-O. 



349. Beprenonsles équations (6). Si nous éliminons c entre 
la première de ces équations et la seconde, a entre la seconde 
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et la troisième, nous obtiendrons les égalités 

(7) a{AB — B'BO ^ b (A'B'~ B'^B) = c(A B - BB); 

divisant les trois termes de la dernière des équations (6) par 
ces trois quantités égales, on trouve la relation 



. (VU) 



C 



c 



AB — B'B' A'B — B'B A"B' — BB' 



o 



ou 



(VIII) 



C C 

1 AB — B'B" o 

o A'B'— B'B 



I 



I 



o 



o 



c 

o 

o 

A'B' — BB' 



-" o, 



qu'il ,'suffît de joindre à la relation (III) pour avoir les deux 
conditions nécessaires et suffisantes pour que l'équation (5) 
représente un cylindre. 

350. Direction du cylindre. — Multiplions membres à 
membres les équations (2) et (7); nous trouvons 

(IX) ^(AB — B'B'^)=:7(A'B -B''B)=z^(A"B' — BB') 

pour les équations de la droite menée par V origine parallèle- 
ment au cylindre. 

Le plan, mené par l'origine perpendiculairement aux géné- 
ratrices du cylindre, est représenté, dans le cas d'axes rectan- 
gulaires, par l'équation 



(X) 



X 



AB — B'B' AB'— B'B A"B'— BB 



o. 



351. Équation du cylindre parallèle à une droite donnée (2), 
qui est circonscrit à la surface du second degré (3^8). —Dé- 
signons par Xy y y z les coordonnées d'un point quelconque M 
d'une génératrice CM de ce cylindre, et par x', y', z' celles du 
point de contact G de cette génératrice avec la surface (34.8). 
Cette génératrice devant être parallèle à la droite (2) est re- 
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présentée par les équations 



(8) ^z:^^.>1il/ = 1ii^ = x, 

a oc 

qui donnent 

x'—.x-\-a\ fz=zy-\-h\, z^z=lz-\-c\ 

où la valeur de l'indéterminée X dépend de la position du 
point de contact C sur .la génératrice CM. 
Le point de contact C appartenant à la surface (348), on a 

/(a?', /, z^)z:^f{x -h aX, j -H 6X, z -h c/) — o, 
ou 

/(^,7, ^) + X ( af, + bf^. + cf.:) + X^F (a, h, c) = o, 

en posant 

F(a,b,c)^Aa^-^A'b^-\-A"c''-h-2Bbc-h2B'ca-h-2WaO. 

Mais, la génératrice (8) ne rencontrant la surface (348) qu'en 
un seul point, la quantité X ne saurait avoir qu'une seule va- 
leur: par suite les deux racines de l'équation précédente sont 
égales. On trouve ainsi entre les coordonnées x, j, z d'un 
point quelconque M du cylindre la relation 

(XI) {af;,-^b/;.-^cny-l,f{x,y,z)¥{a,b,c)=o, 

qui est Véquation demandée du cylindre, 

352. Courbe de contact de ce cylindre. — L'équation pré- 
cédente est satisfaite par les coordonnées des points situés à 
la fois sur la surface (348) et dans le plan 

(9) <^/!r -^ kf':^ -^ (^/z — o ; 

par conséquent le cylindre (XI) touche à la surface (348) le 
long de la courbe située dans le plan (9) ou dans le plan 

l {Aa-hB"b-hB'c)x-{-{Wa'^A'b-^Bc)y 
^ ^^ ^ • {B'a-hBb-\-A"c)z^Ca-^C'b-hC/c=.o. 



353. Exemple. — Circonscrire à V ellipsoïde 

\a^^^S.'r^-\-A"z^^i 
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un cylindre parallèle à la droite (2). Puisque 

/:.= 2A^, f,= 2Ay, A^2\'^Z 

et que 

F(<^, 6, c)^Aa2-f-A'^«-+-AV, 

réquation du cylindre en question sera 

{Aaa^-^A'bf-hA'czy 

= (Aa:»-i- Ay ^ A''>32- i) (Aa«-f- A'6î4- AV2). 

Si Tellipsoïde est donné sous la forme 



a^ b^ c 

et que R soit le demi-diainètre parallèle au cylindre; a, p, 7 
les inclinaisons de ce diamètre sur les trois axes, on trouvera 
que réquation du cylindre circonscrit est 

^,/j?COSa VCOSB 2C0Sy\' ^* Y^ Z^ 
\ a^ b^ €," J «2 b^ c^ 

^^k. Équation du cylindre circonscrit à la surface du 
second degré ( 3^8 ) et qui touche cette surface suivant son 
intersection avec le plan. 

(10) px -{- qy -\- rz-\- s^=z o. 

Ce cylindre sera parallèle à la droite (2) si le plan (9) on 
(XII) est identique aveclc plan donné (10), c'est-à-dire si l'on 
a les égalités 

ka~\-Wb-\-\^'c B''a-+-A'6+Bc 






I __ B^a4-B6-f-AV _ C^ + C^6H-CV 



— \, 



Multiplions les deux termes des trois premières de ces 
• fractions respectivement par a, 6, c et faisons la somme des 
numérateurs et celle des dénominateurs; nous obtenons l'éga- 
lité 

Aa*4-A'i2-hAV-f-2Bc4-2B'ca-+-2B"«6=:(/7a-f-7^>4-/'c)X, 
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qui, jointe aux trois premières des égalités (ii), fournit le 
système des quatre équations 



-—Ip-h 

— Iq-h 

— Xr-f- 



Ipa 4- 


Iqb-h 


X/c 


Aa 4- 


B'b-^ 


B'c 


B"a-^ 


A'a-4- 


Bc 


B'a -+- 


Bb H- 


A'c 



= 0, 



= o, 



= o, 



=: O 



entre les trois inconnues a, b, c au premier degré. Eliminant 
ces inconnues, on trouve la relation 



qui donne 



(12) F{a,byC) 



F(a,b, 


c) 


ip 


Iq 


\r 


î 








Ip 


A 


B' 


B' i 

; r\ 






\q 


B" 


A' 


B 


v/, 






Xr 


B' 


B 


k" 











P 


1 


r 


A 


B" 


B' 


V- P 


A 


W 


B' 


• 


B" 


A' 


B 


1 a 


B" 


A' 


B 












1 










B' 


B 


A' 




r 


B' 


B 


A" 











Multiplions les deux termes des quatre fractions (n) res- 
pectivement par iXy 2 j, 2 5 et 2, et faisons encore la somme 
des numérateurs et celle des dénominateurs ; nous obtenons 
l'équation 



2 ( A a -h B'^ 6 + B'c) ^ -h 2 ( B"a -h A' 6 
-\-i{B'a-hBb-hk"c)z-\-Q.{Ca 
= i\{px -^ px '^- qy -\- rz -\-s). 



Bc)y 
C'6-hCV) 



qui peut s'écrire 

9.ai\x + B'y + B'^ -h C) 

-^2b{B"x-^k'y-\-B'z + C') 
m i\{px -\- qy -^ rz-\-s), 

ou encore 



ic^B'x-^By-^M'z^C) 



(i3) 



«/in- ^f'y-^cf, — 2l(px -hqy-^ rz -+- s). 



3i4 
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Il nous suffira maintenant de substituer les valeurs (12) 
et (i3) dans Téquation (XI),pour avoir l'équation 



/(•^,r,-) 



(XIII) 




p 

r 



P 
A 

B' 



9 
W 

k' 

B 



/• 

B' 
B 

A" 



4- {px -h qy H- rz 4- s)'- 



W 
B' 



B'^ 

A' 
B 



B' 
B 

A' 



= 



du cylindre circonscrit à la surface du second degré (34-8), qui 
touche cette surface suivant son intersection avec le plan (10). 

355. Exemple. — Circonscrire au paraholoïde 



(i4) 



/( Xy r, ^ ) — A' r^ H- k" z^ — '2X—o 



un cylindre qui touche la surface suivant le plan 



(i5) 



Ix -f- niy -f- /i s H- /• = o. 



Pour les paraboloïdes, le déterminant 

A B'' B' 
B'' A' B 

B' B A'' 

se réduit à zéro; par conséquent la formule précédente (XIII) 
leur est inapplicable. 

Dans ce cas on a recours à l'équation non transformée (XI), 
où l'on remplace a, b, c par les valeurs que l'on trouve, en 
identifiant les deux équations (9) et (i5) 

afj.-\-bfy-^cfl^=.o et Ix -\- mx -^ nz ^ rz=.o. 

On voit d'abord que / — o, ce qui réduit le plan de la ligne 
de contact à 

(16) niy -\- nz -\- r^=:^o. 

Donc, lorsqu'un cylindre est circonscrit à un paraholoïde, la 
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courbe de contact est située dans un plan parallèle à Vaxe du 
paraholoïde. 

On trouve ensuite que 

af^^bfy^cf. = i{k!by + k" cz — a) — i\{my -^ nz -\~ r), 

ce qui donne 

. , m\ n\ 

a — ri, bz=z—y ^~Â^ 



et, par suite, 



m^ n^ 



Substituant ces valeurs dans Téquation (XI), on obtient 



m^ /i' 



{my -^ nz ^ ry= (Ay^-^ k"z'- 2œ) l-^ ^ J^ )^ 

pour V équation du cylindre circonscrit au paraboloide (i^), 
et touchant cette sur/ace suii^ant une courbe située dans le 
plan (16). 

Si le plan de la courbe de contact est en même temps paral- 
lèle à Taxe des / et situé à une distance d du plan des ^/, le 
cylindre circonscrit au paraboloïde 



yi ^1 



X 



ip iq 
aura pour équation 

qy^ — ipqx -\- ipdz — pd'^ z=. o. 

Pour û?=: o, le cylindre touche le paraboloïde suivant la pa- 
rabole 

y'^ zzzipx, ^nro. 



§ IV. — Les surfaces de révolution du second degré. 

356. Condition pour qu'une surface 

(11 f[x,y,z) = o 

soit de révolution. — Soient x^r, z les coordonnées d'un point quel- 
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conque de la surface (i). La normale en ce point a pour équations 

J X J y Jz 

les axes des coordonnées étant rectangulaires, et X, Y, Z désignant les 
coordonnées courantes. 
La surface (i) sera évidemment de révolution autour de la droite 

(3) ^L=Z.I=-^==^^ = ., 

abc 

si cette ligne est toujours rencontrée par la normale (2), quel que soit le 
point M ou (j7, y^ z) de la surface (i). Pour que cela ait toujours lieu, il 
faut et il suffit que les équations (2) et (3) admettent toujours un môme 
système de valeurs pour X, Y, Z. 

Ces équations (2) et (3), au nombre de six, contiennent au premier 
degré les cinq inconnues X, Y, Z, u et v\ si donc nous éliminons ces cinq 
inconnues entre les six équations (2) et (3), nous obtiendrons une rela- 
tion entre les paramètres de la surface donnée (i), ceux de l'équation (3) 
et les coordonnées x, y^ z du point M. 

Cette relation se calcule aisément. En effet, les équations (2) et (3) 
pouvant s'écrire 

X— m/^— .r^o, Y-w/^.~-/=o, Z—uf^ — z=o, 
av — X -\- p zrz o^ bv — Y -^ ^ = o, cv — Z H-r=o, 

nous éliminerons d'abord X, Y, Z, en ajoutant verticalement, ce qui nous 
fournit les trois équations 

^^~«/;-(r— 7) = o. 

cv — uf^ — (z — r] = 0, 

entre les deux inconnues u et v. 

Pour que ces trois équations soient compatibles, il faut et il suffit que 
leur déterminant soit nul. Nous trouvons ainsi la relation demandée 



(III) 



« fx ^- P ! 

c fz ^ — ^ 



o, 



dans laquelle nous avons changé les signes des éléments des deux der- 
nières colonnes. 
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Cette relation est V équation aux différences partielles des surfaces de 
révolution. Elle doit exister, quelle que soit la position du point M sur la 
surface (i), ou quelles que soient les valeurs des coordonnées j?, r, z sa- 
tisfaisant à l'équation (i). Si on la développe, elle prendra la forme 



(U) 



\a\ b ' cj^^ b\ c a yy 



357. Conditions pour que réqaation générale du second degré 
' 2872-4- 2B'zj7-4-2B''xjH- 2Gj: -h 2CV-h'2C''z-hD = o 



représente nne surface de révolution. — L'axe de révolution passe 
nécessairement par le centre de la surface, lequel est déterminé par le 
système des trois équations 

Les équations de l'axe sont, par suite, de la forme 

AX-hB''Y-hB'Z-+-C B"X-4-A'Y-hBZ-^-r/ 

(5) 



a' 



B'X--BY-4-A"Z-4-C" 

^" =^' 



où a, a', a" sont trois constantes indéterminées et v une inconnue. 
Dans ces équations (5), substituons à X, Y, Z leurs valeurs 

X = x-+-<, Y = r+"/;, Z=z-^uf^, . 

tirées des équations (2) de la normale; la première devient 

av = X{x -+• uf^) H- B''(r-+- ///;.) H- (B'z -+- /(/!)-+- C 
= Ax -+- B"jr-4- B'z -hC-\-u{kf^ -4- B"/^ -h Wz) 
= i/;+"(A/;-+-BY;-^B7!). 

Nous obtenons ainsi les trois équations 

- 2« .. + /•; -4- a«{A/, -H B"y;+ B-yi) = o, 
_ aa'p +/^ H- 2«(B'/x + A'y;+ By:) = o, 

-aa'. + y! +a«(B'^ + B /;. + A'/i) = o 
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entre les deux inconnues — lu eiiu. Éliminant ces inconnues, nous trou- 
vons la relation de condition 

(lu) ! «' /; B"/^ + A'/;. + B y! =0. 

I a" y;' h% + B y;. -4. a»/. I 

Ce déterminant doit être identiquement nul, quelle que soit la position 
du point M sur la surface (4); par suite, il faut et il suffit que les deux 
colonnes variables, la seconde et la troisième, ne diffèrent que par un fac- 
teur constant. 

Soit s ce facteur, qui rend les éléments de la seconde colonne égaux à 
ceux de la troisième; nous obtenons les trois équations 

^/x = A/i + B'/;+B'./:, 

^/; = B'y; -A'/y-^B/,, 

^•/. = B'/; + B/^ + Ay^ 

Considérons le cas où les coefficients B, B', B" des rectangles des va- 
riables sont tous différents de zéro. 

Si nous éliminons/^ entre la première et la seconde de ces équations, 
y^ entre la seconde et la troisième, il nous vient 

(Bs - AB -f-B'B") /; = (Ws - A'B'-t- B"B)/; = (B"^ - A^B"-»- BB')./!. 

Or, dans ces trois produits, les facteurs /j., /^., Jl sont variables : car 
leurs valeurs changent avec la position du point (a;, j, z) sur la surface (4) ; 
par suite, pour que ces égalités soient possibles, il faut et il suffit que 
Ton ait * 

G = Ba — AB -h B'B" = B'^ — A'B' -f- B^B = B"s — A^B" -f BB'. 
On en déduit les relations de condition connues 

aV) v-A-?^ = A'-Ç^ = A"-H'. 

358. Forme implicite des équations de l'axe de révolution. — Nous 
l'obtiendrons au moyen des égalités (5) en y substituant les valeurs 
propres de a, a', a" que nous allons calculer. 

Dans le déterminant (III), multiplions les trois lignes respectivement 
par B, B', B"; puis, dans ce résultat, remplaçons AB, A'B', A^B" par leurs 
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valeurs hs -+- WC% Ws -f- B"B, B"s + BB' tirées des relations (IV ) ; l'équa- 
tion (III) devient 



Ba B/; .B/;-B'By;-f-B-B/; + BB/^ 
B'a' B'/; ^B7;-hB'B''/;H-B''By;-hBB/; 
Bv B^y; sB"/^ -h B'By^-f- b^b^^ h- bby: 



= 0, 



ou, en retranchant s fois la seconde colonne de la troisième et en divisant 
la différence obtenue par B'B% + B''B/^+ BB'^^', 

I B a /; I ; 

;bv /; I ^^o. 

i B'ol" f, I 

Pour que cette égalité puisse avoir lieu, quels que soient j:, ^, z, il 
faut et il suffît que les colonnes à éléments constants ne diffèrent que 
par un facteur //i; on a donc Ba = B'a'= B"a"= i x m = w, d'où l'on 
tire 

iB^ 1_± B^B" 



a m 



a. 



a 



m m 



Substituons ces valeurs dans les égalités (5) et prenons x, j, z pour 
les coordonnées courantes, nous obtenons immédiatement 

B( Ax -+- B"/ + B'z -+- C) = B' (B'x -+- A> -+- Bz -+- C) 

= B''(B'ar-+-B7 -hA^z-t-C) 



ou 

(V) 



B/; = BX = B''/^ 



pour les équations de l'axe de révolution. [Foir, pour plus de dévelop- 
pements, notre Théorie générale des surfaces de révolution du second 
flfe^e(i).] 



C) G. DosTOR, Nouvelles Annales de Mathématiques, 2* série, t. XI, p. 362, 
et Archives de Mathématiques et de Phjrsique, t. LV, p. 3o2 ; 1873. 



LIVRE IV. 



LES DISCRIMINANTS ET LES INVARIANTS. 



CHAPITRE PREMIER. 

LES DISCRIMINANTS. 



§ I. Définition et calcul des discriminants. — § U. Application des discrimi- 
nants aux courbes du second degré. — § III. Le plan tangent aux surfaces 
du second degré. — § IV. Les surfaces coniques du second degré. 



§ I. — Définition et calcul des discriminants, 

359. Définition. — Étant donnée une fonction homogène 
de n variables, ^si l'on prend la dérivée de cette fonction par 
rapport à chacune de ces n variables, le résultant de ces n dé- 
rivées, égalées à zéro, se nomme le discriminant de la fonc- 
tion. 

Lorsque la fonction est du second degré, ses dérivées seront 
du premier degré. Si l'on égale ces dérivées à zéro, on ob- 
tiendra n équations homogènes du premier degré par rapport 
à n variables. L'élimination de ces n variables entre les 
n équations fournira précisément leur déterminant. Il s'ensuit 
que : 

Le discriminant d'une fonction homogène du second degré 
à n variables est le déterminant des premiers membres des 
n équations que l'on obtient, en égalant à zéro l^ n dérivées 
de la fonction j prises par rapport à ces n variables, 

' Nous représenterons par Q^y (Dj, CD4, . . . les discriminants 
des fonctions homogènes du second degré à 2, 3, 4, . • . va- 
riables. 

DusTOK. — Déterm. 2i 
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360. Discriminants des fonctions homogènes du second 
degré. — i^Le discriminant de la fonction homogène à deux 
variables 



(0 



f{Xfy)=zAa:*-h 2Bûpy-\- C/* 



est le résultant des deux équations 
c'est-à-dire le déterminant (136) 



=zo, 



o, 



(I) 



CJt)j = 



A B 
B C 



=:AC— B^ 



2*» Le discriminant de la fonction homogène à trois va- 
riables 

(2) /(a?, /, 5)=A;r«+ 2Ba?j-hC7*-H 2Dœz-\- 2Ej^ + Fs' 
est de même le résultant des trois équations 



.1. f — 

s /y — 
tJz — 

OU bien le déterminant 



Ad? 






Bs 
Ez 
¥z 



o, 
o, 
o. 



(II) 0E)3 = 



A B D 
B C E 
G E F 



= ACF -+- 2 BDE — AE» - CD^ — FB^ 



Si la fonction précédente était donnée sous la forme 

( 3 ) /( ^, 7, ^ ) = Ao?* 4- A>2 -4- A'' 5* -f- 2 B/^ -h 2 B'^îo? -h 2 B'/r/, 

le discriminant serait 



(III) 



Q^ = 



A B'^ B' 
B'' A' B 
B' B A'^ 
AA'A'^ 2BB'B' — AB« — A'B'«-A^B'*. 
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V) 



30 Soit donnée la fonction homogène du second degré à 
quatre variables 



(4) 



/(a7,7,^,0 — Aa72-^ A' j2 4- AV -1-2675-1-2 B'^^ 

-f- 2B"XJ4- 2Cx^-f- 2C'7^-1- 2C"5^H-D^*. 



r 

Egalons à zéro les demi-dérivées de cette fonction prises suc- 
cessivement par rapport aux quatre variables ^, j, z^ t\ nous 
formerons les quatre équations 

i/i= A X -h Wy -f. B'^ -h C / = o, 
{ /; = B^'o? -f- A' / + B 2 -I- C ^ = o, 
i/:=:B'^-f-Bj-h k"z -+- C7 = o, 

1 // =: G ^ -f- C'j -h C''^ + D -^ =: O, 

dont le résultant est le déterminant 



(IV) 



A 


B" 


B' 


C 




B" 


A' 


B 


c 




B' 


B 


A" 


c 


î 


C 


C 


C" 


D 





c'est le discriminant demandé. 

Ce discriminant, que nous représenterons par cD*, joue un 
grand rôle. dans l'analyse des surfaces dn second degré; il se 
développe suivant le polynôme 

(D4=D(AA'A'-i-2BB'B''-AB*-A'B'«— A'B'*) 

G*(B2 — A'A'')-hC'MB'' — A*A)-hG'^*(B''*-AA') 

2 G' G''(AB — B' B'') -f- 2 G' G (A' B'- B ' B) H- 2 GG'( A." B'^- BB') 



361. Discriminant de la fonction homogène du troisième degré à 
deux Yariahles 

De cette égalité nous tirons les quatre équations homogènes {146) 

jxf!^ = ftx^-h2bx^y -h cxy^ =0, 

\ yf = ax^y-^ ibxy^-^ cy^ ==. o, 

■j jc/^ = bx^-h %cx'^y -+- dxy^ 



= o, 



Lrf'y 



bx^y-h 2cxy^ ■+- r/y'^ = o, 
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entre les quatre inconnues x', x*/, x/*, j^-*. Éliminant ces variables, on 
obtient le discriminant 



IVI) 



a 


lb 


r 


o 


G 


a 


ib 


c 


ù 


1C 


d 


o 


(> 


b 


1C 


d 



= {ad-^bc)^^ i{b^--rfr) {c^^bd). 



362. Discriminant de la fonction homogène du quatrième degré 
à deux Yariables 



(6) 



/( '^î X) —. ^ ■^* -i- ib x^y -4- 6 r.r* j>'* -h \ dxy^ = c .r* . 



Égalons encore à zéro les dérivées de cette fonction prises par rapport 
à jc et j; nons formons les deux éqnations 

ax^-^ Zbx^y -t- '^cxy'^ -h dy^ = o, 
bx^ -h 3cx^y -+- Zdxy^ -4- cy'* = o. 

Multiplions-les successivement para:*, xy^ y'^ ; nous en tirons les six équa- 
tions 

ax^-^ ^bx'^y-^Zcx^y'^-T- dx^y^ = o, 

axy^ •+- 3bx^x*-i- ^cx^j-^-h dxy"^ = o, 

a.T^y^ -h 3 bx^y* -+- 3cTy* -+■ dy^ = o, 

bx^ -i- 3 c x^y -4- 3 dx^y^ -+- c x^y^ 

bx^y -h ^cx^y^ -h 'idx^y^ -+ 



cxy^ 



= o, 
= o, 



bx^y^ -+- Zcx^;)^ -t- ^dxy^ -h ey^ = o, 

entre les six inconnues x^, J^*j, ^'j*, .^^^j^, .rj*, y^. L'élimination de ces 
variables nous fournit le discriminant . 



(Vil) 





3/; 


36- 


d 


o 


o 


o 


a 


3^ 


3c 


d 


o 


o 


o 


a 


3/; 


3c 


d 


b 


3c 


3d 


e 


o 


o 


o 


b 


3c 


•6d 


e 


o 





o 


b 


3c 


3d 


c 



((r/<^~4^û^-h3c*)2 

( -h^y(ace-h2bcd — fr{0 — eb^—c^f- 
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§ II. — - Application des discriminants aux courbes 

DU SECOND DEGRÉ. 

363. Condition pour que l'équation générale du second 
degré à deux variables 

(i) /(jt, j)=Ax*-f- 2Bxf -\- Cy -h 2Djc -j- 2E7-f-F==o 

représente deux droites qui se coupent. — Dans ce cas, le 
centre est nécessairement situé sur la courbe (i). Soient donc 
a, 6, c les coordonnées homogènes de ce centre et 

(2)/(^, r, ^)zziA^*-h 2Bj:/-f-C7^-f- 2D^5-h 2Ezy-\'Fz^ = o 

l'équation homogène de la courbe. On a (200) 

et, comme les coordonnées a, 6, c doivent satisfaire à cette 
équation, il vient 

» 

Mais on sait que les coordonnées du centre annulent les dé- 
rivées/^ et /^, dç sorte quey^ = o ei/'f, =: o; par suite on a 
aussi/^r=o. 

Les coordonnées a, b, c du centre satisfont donc simulta- 
nément aux trois équations 

i /; = A a; H- Bj + P ^ == o, 
\ /; — B^ -+- Cr -+- E^ z£z o. 



2 



qui, pour être compatibles, exigent que leur déterminant soit 
nul. On trouve ainsi la relation de condition 



(I) ^0, 



A B D 
B C E 
T) E F 



o. 
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Donc (360, i^) : Pour que V équation du second degré à deux 
variables représente deux droites concourantes, il faut et il 
suffit que le discriminant de son premier membre, rendu ho- 
mogène, soit égal à zéro. 

d6k. Condition pour que l'équation générale du second 
degré (i) représente deux droites parallèles (^). —L'équa- 
tion (i) représentera deux droites parallèles à la droite 



X 

a 



y 
V 



ai toute tangente 



^')/.' (/-.>''■)/;■= o 



est parallèle à cette droite, c'est-à-dire si l'équation 

I 

(3) afy-^-bfy — o 

' est vérifiée, quelles que soient les coordonnées x', y' du point 
de contact. 

Or réquation précédente (3) revient à 

(Aa-i-B6)a7'-+-(Ba.4-C6)/4-Da + E6 = o; 

I 

■> 

et, pour que celle-ci soit satisfaite par les coordonnées de tout 
point de la courhe (i), il faut et il suffit que* Ton ait à la fois 

o, . 

o, 

o. 



A^-4-B/^ 
Y^a^Cb 



Ces trois équations ne sauraient être satisfaites par les 
mêmes valeurs des paramètres a et ô, que si Ton a les trois 
relations 



(II) 



A B 




A B 




B C 


B (] 


— 0, 


I) E 


— o, 


D E 



O, 



C) Quoique cette queslion soit indépeiidanle des discriminants, eUe trouv« 
ici sa place, à la suite de l'équation de deux droites concoiiiuiites. 
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qui reviennent à 

(III) B'^-AC^io, BD — AE = o, DE — CD=:o. 

Chacune de ces trois égalités est une conséquence des deux 
autres. Elles peuvent s'écrire 

(IV) ^ = 2 = ?. 

^^ B G E 

Les équations des deux parallèles seront . 

(V) A^ -h B j 4- D = ±: v/l)* - AF. 

365. Condition pour que la droite 

(4) aa: -h by -]- cz^=zo 

soit tangente à la conique (2). — Soient œ'y y, z' les coor- 
données homogènes du point de contact. L'équation homo- 
gène de la tangente sera 

ou * 

f^'=2al, J'y =2 01, /;. = 2cX; 

elle sera identique avec l'équation (4) de la droite, si Ton a 

fr' _ /y _ A: — ^}^ 
abc 

Nous avons ainsi, pour déterminer ^', /', z' et X, les quatre 
équations 

o . X -4- a .r' 4- by -{- c z -= o, 

— a.X -f- Aj7'-+- Br'4- D5' — o, 
^"^^ '' —b.'k-hBjc'-^Cy-\-Ez'=:o, 

— cA-i-Dx'-^Ey'-^Fz =0, 

dont la première exprime que le point de contact (^', j', -s') 
est situé sur la tangente (4). 

Ces équations du premier degré sont homogènes entre les 
quatre inconnues — X, a?', y, z'\ elles ne seront compatibles 
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que si leur déterminant est nul, c'est-à-dire si l'on a 



(VI) 



a 


b 


d 




a A 
b B 


B 

C 


D 
£ 


— o; 


c D 


E 


F 





c'est réquation de condition demandée. 

366. Considérons la fonction 

(6) F(^, 7, Zy X) —f{x,y, z) — 2\{aœ 4- by H- cz) 

des quatre variables ^, /, z et X, et égalons à zéro les dérivées 
de cette fonction prises successivement par rapport à ces 
quatre variables; nous obtenons les quatre équations (5). 11 
s'ensuit que le premier membre de la relation (VI) est préci- 
sément le discriminant de la fonction (6). De là le théorème 
suivant : 

Pour qu' une droite ax -^ by -\- cz=^o soit tangente à une 
courbe du second degré f{Xy y y s) := o, il faut et il sufjit que 
Von obtienne zéro pour le discriminant de la fonction- que 
Von forme, en ajoutant au premier membre de V équation de 
la courbe le double produit du premier membre de V équation 
de la droite par une variable nouvelle X. 

367. Condition pour que la ligne du second degré (?) soit 
tangente à l'un des axes de coordonnées. — Supposons que 
la conique (i) soit tangente à l'axe des x\ l'équation de cet axe 
étant j = o, il faudra faire a = c = o dans l'équation (4) de la 
tangente, ainsi que dans la relation de condition (VI). Le pre- 
mier membre de celle-ci devient ainsi 









b 


d 





A 


B 


D 


b 


B 


C 


£ 





D 


E 


F 



— b 



o b o 
A B I) 
D E F 





A D 


= b^ 






D F 



= 6î(D2 — AF). 



Comme b est différent de zéro, il faudra que l'on ait 

D*--AF"o. 



j 
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La conique sera tangente aux deux axes, si Ton a en même 
temps 

(VII) D^-AF — o, E»-CF = o. 

Datis ce cas, l'équation de la conique prend une forme par- 
ticulière que nous pouvons déterminer. 

Multiplions par F tous les termes de Téquation (i), et dans 
le résultat remplaçons AF et CF par leurs équivalents D' et E* 
tirés de (VII); cette équation devient 

D^o^^ -+. Ey -t- 2 B¥xf -f 2DF^ + 2EFyTf- F^ =: o 

ou 

(Dœ -4- Ejr + F)2 = — 2 (DE — BF)^/. 

En posant — 2 (DE — BF) = P, on voit que 

(VIII) {Dx-^Ey-\-¥y--=Pa:y 

est Yéquation générale des coniques qui sont tangentes aux 
deux axes de coordonnées, La droite D^ H- E/ + F 1= o est la 
polaire de Torigine des coordonnées. 

Désignons par a et ^ les distances à Torigine des deux points 

F* 

de contact et posons -— = â:^; l'équation (VIII) deviendra 



('> (ï 



b J " k^ 



Considérons le triangle OAB ayant pour sommet l'origine et 
OA := 2a, OB =126 pour côtés adjacents; le troisième côté AB 
du triangle sera représenté par l'équation 

X Y 

— h "x — 2 = 0; 

a 
il est coupé par la conique (7) aux points 

^ _ -H / ^ 7 _ -f^ / ^ 
a ~ y ab^ b y ab 

La courbe (7) touche les deux côtés OA et OB en leurs mi- 
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lieux; elle sera aus&i tangente au côté AB en son milieu, si 
l'on a A:* = ab. 
Donc la conique 

touche en leurs milieux les trois côtés du triangle OAB, dont 
les côtés OA, OB, issus de l'origine et dirigés suivant les axes 
de coordonnées, sont respectivement égaux à 2a et 26. 

Les coordonnées du centre sont données par les deux équa- 
tions 

a ^, œ V b ^, X V ■ 

'1^^ a ib ' 2 ^y 2a b 

et ont pour valeurs 

donc le centre de la conique (8) se trouve au centre de gra- 
vité du triangle OAB. 



''« 



368. Condition pour que rintersection des deux droites 

(9)^ ax -\- by -i- czTzzOy a'x-h b'y -^ c'z=io 

appartienne à la conique (2). —Admettons que les deux 
droites (9 ) se coupent sur la conique ( 2 ) au point (x, j, z). 

Les droites qui passent par l'intersection des deux droites (9) 
sont représentées par l'équation générale 

ax'-\- by -h cz -h \\a'x -\- b'y -h c'z) r= o 
ou 

(10) {a-\'a'l')x + {b-^b'V)y-^{c^c'V)z = o. 

Or l'une de ces droites est tangente à la conique (2) au point 
d'intersection même des deux droites (9). Si Téqûation (10) 
représente cette tangente, on devra avoir les égalités de con- 
dition 

n fr _ f-. _ ,^ 



a^a'V "■ b-^b'l' c-\-c'V 
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Les coordonnées x^ j, z du point (9) et les deux indéter- 
minées X et XX' devront donc satisfaire aux cinq équations 



o.X -h 


.XX' -+-«^-4- b y -\r c z 


— 0, 


o.X -h 


. XX' -h a^x -H h' y -^ c' z 


— 0, 


a.X -ha' 


.XX'-hA^4-B/-f-D^ 


— 0, 


b.\-\-h' 


.XX'-hBo^-hCj-hE^ 


— 0, 


c.X -hc' 


.XX'4-Dx4-Ej-f-Fz 


— 0, 



dont les deux premières expriment que le point d'intersec- 
tion (x, yyz) appartient aux deux droites (9). 

Pour que ces cinq équations, linéaires et homogènes par 
rapport aux cinq inconnues X, XX', x, y, z, soient vérifiées 

par les mômes valeurs de ces inconnues, il faut et il suffit 
que leur déterminant soit nul. La condition cherchée est 
donc 



(IX) 









a 


b 


c 








a' 


b' 


d 


a 


a' 


A 


B 


D 


b 


b' 


B 


C 


E 


c 


c' 


1) 


E 


F 



o. 



Il est facile de voir que le premier membre de cette rela- 
tion est le discriminant de la fonction 

*i\{ax -V- by -\- cz) -h iV{a'x -f- b'y -h c'z) -h/(^, J, -s), 

pris par rapport aux cinq variables x, y, s, X et X'. Par con- 
séquent : 

Pour que V intersection de deux droites soit située sur une 
conique, il faut et il suffit que Von trouve zéro pour le discri^ 
minant de la fonction que Von obtient, en ajoutant, au premier 
mem^bre de V équation homogène de la conique, les doubles 
produits respectif s des premiers membres des équations hom,o- 
gènes des deux droites par deux nouvelles variables. 

Ainsi rintersection des deux droites 

X -^ 2y — 5 = 0, 2X — 3 y -+-4 = 
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appartient à la conique 



^x^-\- [\xy -^-y^— iœ — i5 = o; 



car on a 










o 


O 


l 


2 


1 


o 


o 


2 


3 




i 


2 




.2 




2 


—3 


2 


I 




-5 


-h4 


— I 


O 



— o 

4 



I 
O 



10 



o 


I 


2 


5 





2 


—3 


4 


7 


8 


3 


2 


o 


8 


4 


— 16 



369. Équation des tangentes menées, d'un point extérieur, 
à la courbe du second degré (2). ~ Soient^,, j,, z^ les coor- 
données homogènes du point donné P, et œ^ j, z celles d'un 
point quelconque M de l'une des deux tangentes menées de 
ce point P à la conique (2). L'équation de cette tangente sera 



(II) 



X — x^ Y — Vi Z 



tJC ~~~ X I 



J— Jl -— -1 



X, Y, Z étant les coordonnées courantes de cette droite. 

Désignons ^ar x', /» z' les coordonnées du point de con- 
tact C de la tangente (11); on a évidemment (193) 



(12) 



X 



\x, 



X' ^ 



i + X 






A «j 



i-h X 



où X est une indéterminée, dont la valeur dépend de la posi- 
tion du point M sur la tangente (ii). . 
Puisque le point C appartient à la conique (2), nous avons 

f{x',y,z') = o 

ou, en ayant égard aux valeurs (12), 



/ 



,(X-^\Xy J+Xji ^-hX^i 

I -t- X 1 4- X I 4- X 



(i + >^) 



j /( J7 -H Xa;„ 7 + X/„ s + X5, ) = o. 
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Or on sait que (200) 

par suite, puisque ^i/i -f- 7,/;-+- 5,/:' = ^/;.+ r/;. -4--/;,, 
nous avons, pour déterminer la valeur de X, l'équation du se- 
cond degré 

• ^^VX^i, ru ^i) + x(^/;;4- ry;, + ^/;.) +/(^,7, z) = o. 

Mais la droite (12) étant tangente, X ne peut avoir qu'une 
seule et même valeur; il s'ensuit que les deux racines de 
l'équation précédente sont égales, ce qui nous fournit la re- 
lation 

(X) (^/;.-f-7/;, 4- -/j'--4/(.x^,7, -)/(^„ vi, zi) = G 

ou 



(XI) 



= 0, 



qui existe entre les coordonnées ^, /, z d'un point quel- 
conque M de l'une ou l'autre des deux tangentes issues du 
point P(^i, ji, ^1); elle est donc l'équation de ces deux tan- 
gentes. 

370. Équation des tangentes menées à une courbe du se- 
cond degré (1) par les intersections de cette courbe avec 
une droite donnée 

(i3) pa: 4- çrj _}- r^ =:o. 

Si nous appelons œ^, ji, z^ les coordonnées, inconnues du 
point de concours P de ces tangentes, le point P sera le pôle 
de la droite (i3), qui elle-même est dite la corde de contact 
des deux tangentes. Or l'équation de la corde de contact des 
deux tangentes issues du point (^r, ji, ^1), c'est-à-dire l'é- 
quation 
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devant être identique avec (i3), on a nécessairement 



(i4) 



/;, = 2/?X, f;^ = 2gl, f',^ — 2r\ 



où X est une indéterminée. 

Multiplions ces trois équations (i4) par les coordonnées res- 
pectives x^y ji, -S, et ajoutons; nous obtenons Tégalité 

qui, jointe aux équations (i4), fournit le système des quatre 
équations 

— /(-^i» Ji» ^1 ) + ^P^\ + ^97i -+- Xr«i = o, 

— Xp . + Aj?i-f Bji-H D5i=:0, 

— X<7 -+- B;r, -h Cj|-f- E^i 13:0, 

entre les inconnues ^i, ji, ^j. Ces équations sont nécessaire- 
ment compatibles; par suite leur déterminant est nul, ce qui 
nous fournit l'égalité de condition 



/(^i,7i,2i) ^P 

\p A 

\q B 

\r D 



B 
C 
E 



\r 
C 
E 
F 



= 0. 



On en tire 



(î5) 



/(^i,Ji;-i)— — -r 



X« 

A 



O p 

P A 

q B 

r D 



7 
B 

C 

E 



r 
D 
E 



où A est le discriminant (II, 360) du premier membre de Té- 
quation de la conique. 
Les relations (i4) donnent aussi 



(16) 



"S/r. -H y/y, -+- -/*. =^2\{px-^qy-\- rz). 



Il nous reste à substituer les valeurs (i5) et (16) dans l'é- 
quation (X) pour avoir l'équation demandée des deux tan- 
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génies. Celle-ci est donc 



(XII) Ax,y,z) 



o p q r 

/? A B D 

7 B C E 

r D E F 



335 



{px-^qy^rz)- 



A 


B 


D 


B 


C 


F 


D 


E 


F 



=iO. 



III. — Le plan tangent aux surfaces du second degré. 



371. Condition pour que le plan 



(I) 



ax -\- by-h cz-\- dt =1 o 



soit tangent à la surface du second degré 



(2) 



/{x,y,z,t)=zkx^-hk'y^-i-A'z^~h2Byz-h2B'zx-h2B''xy 

-h2Ctx-^2Cty-^2C'tz-h'Dt^^oC). 



Soient x', y', z\ t' les coordonnées homogènes du point de 
contact. L'équation homogène du plan tangent sera 

elle sera identique avec Téquation (i) du plan donné, si l'on a 
f^,— 2a\y Jy> — 2b\ f.j — 2c\y f[ — 2d\y 

\ désignant une indéterminée. 

Nous avons ainsi, entre les cinq inconnues j?', y\ z\ t' et X, 
les cinq équations homogènes 



— o.X H-a ^'-+- 6 v'-HC z'-\-dt' 


— 0, 


a.X + A ;r'-+- By -h- B'5'4- C ^' 


— 0, 


b.X-^B'x' -^ k' y -\-B z' ^C t' 


— 0, 


c .X -+- B'^'-+- B /-f- AV-4- CV 


— 0, 


^.Xh-G x'-^C'y'^Cz'-\-[)t' 


— 0, 



(*) G. D08TOR, Archivts de Mathématiques et de Physique, 1875, t. LVII, 
p. 198. 
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dont la première exprime que le point de contact (^', j', z', t') 
appartient au plan tangent (i). Pour que ces équations soient 
compatibles, il faut et il suffit que leur déterminant soit nul. 
On trouve ainsi la condition demandée 



(I) 






a 


b 


c 


d 


a 


A 


w 


B' 


G 


b 


B' 


A' 


B 


C 


c 


B' 


B 


A' 


C 


d 


C - 


C 


C 


I) 



= o. 



Il est aisé de voir que le premier membre de cette égalité 
est le discriminant de la fonction 

f{Xyy\ Zy t) -+- 2\{ax -H ^j -h c^ -+• dt) 

des cinq variables x^ j, z, t et À. Par conséquent : 

Pour qu'un plan (i) soit tangent à une surface du second 
degré (2), il faut et il suffit qu'on trouve zéro pour le discri- 
minant de la fonction que Von obtient, en ajoutant au pre- 
mier membre de V équation de la surface le double produit du 
premier m,em,bre de V équation du plan par une nouvelle va- 
riable. 

372. Condition pour que la droite 

( 3 ) a a; -h 6 y -h c^ -f- ûf^ = o, a^x + b'y -h c'z 4- û?7 = o 

soit tangente à la surface du second degré (2) (^). — Les 
plans conduits par Tintersection des deux plans (3) sont re- 
présentés par réquation générale 

(4) {à'\-a'V)x 4- (^ 4- VV)y-^(c 4- dV)z 4- (d-^r d'V)t — o. 

Or Tun de ces plans est tangent à la surface (2) au point de 
conctact ix^y^z^ t) de la droite (3), Si Téquation (4) repré- 
sente ce plan, on devra avoir les égalités de condition 



' -y» 



A 



r. 



/; 



a 



a'\ 



i\i 



t^f 



b'\ 



c'r — d-^d'\ 



i \i — ^'^* 



C) G. DosTOR, loc, cit., p. 200. 
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Les coordonnées du point de contact .r, j, z, t et les deux 
indéterminées X et V devront donc satisfaire aux équations 

o A -{- o .W -^ a X -\- by ->r cz-\-dt^=:. Oy 

o.X -1- o .Xk' + a'œ -h b' y -i- c'z ~hd'tz=zOy 
a.X-f-a'.XX'-f- A x -hB"j 4- B'^ -h C t=io, 
6.X-+-6'.XX'4-B"^H-A'7 + B z^Ct=:o, 
c .X -h c\ aV -h B'^ H- B j + A'z -\- C"t = o, 
^.X + (i'.XX'-hC ^4-C'7-hC>3 4-D ^ = 0, 

dont les deux premières expriment que le [point de contact 
appartient aux deux plans (3) et par suite à leur droite d'in- 
tersection. 

Pour que ces six équations, linéaires et homogènes par 
rapport aux inconnues X, XX', x^ j, ^, t soient vérifiées par les 
mêmes valeurs de ces inconnues, il faut et il suffît que leur 
déterminant soit nul. La condition cherchée est donc 



(H) 






o 


a 


b 


c 


d 








a' 


b' 


c' 


d' 


a 


a' 


A 


B' 


B' 


C 


b 


b' 


B' 


A' 


B 


C 


c 


c' 


B' 


B 


A' 


C 


d 


d' 


C 


C 


C" 


D 



= o. 



373. Équation générale des surfaces du second degré qui 
touchent les trois axes de coordonnées (^). — Les équations 
de Taxe des x étant j nz o, -s = o, nous obtenons la condition 
pour que Taxe des x soit tangent à la surface (2), en faisant, 
dans la relation (II), 



a =0, 6 = 1, 



d 



o, 



a' 



o, b' 



o, 



c' 1= I , d'^=zo. 

Mais cette condition se détermine plus rapidement en fai- 
sant 7-= >s=o dans Téquation (2) de la surface, et en expri- 
mant que les deux racines de Téquation résultante en x 



C) G. DOSTOR, loc. cit. y p. 201. 

DuSTuR. — Déterm. 
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sont égales. Donc Taxe des \x est tangent à la surface (2) si 

De même les deux autres axes de coordonnées sont 
tangents à la surface du second degré pour C* — A'D — o, 
C''2_A''D = o. 

Supposons que la surface (2) soit à la fois tangente aux trois 
axes de coordonnées. Multiplions l'équation (2) parD et dans 
le résultat remplaçons AD, A'D, A'^D respectivement par 
C*, C'*, C^ L'équation de la surface sera, pour ^=11, 

C*^»H- CV'H- C'*-'-h 2BD7:î 4- 2B'Dc^ -h W\)xy 

-H2CD^ + 2C'Dr + 2C"D^-^D«::^0 

ou 

(C^ 4- C> H- Çl'z -1- D)* -+- 2(BD — ÇJÇI')yz 

~h 2B'D — ( C'C)5Jc 4- 2 (B^'D — ce )a7j zzio. 

Ainsi, en représentant par — P, — Q, — R les coefficients 
de yZy zxy œy^ on voit que 

(III) (C^ 4- C> 4- C'^ 4- D)*= Vyz 4-- Q5^ 4- Yixy 

« 

est V équation générale des surfaces du second degré, qui tou- 
chent à la fois les trois axes de coordonnées. 

Si l'on désigne par a, 6, c les distances à l'origine des trois 
points de contact, cette équation prend la forme 

/i^rs f^ y z \* yz zx xy 

^ ' \a b c J P q f 

où 7^% 9% /•* sont les quotients de D* par P, Q, R. 

Considérons le tétraèdre ayant pour sommet l'origine et 
pour arêtes latérales les longueurs 2 a, 26, 2 c, dirigées sui- 
vant les axes. La surface (IV) touchera ces arêtes en leurs 
milieux et coupera les arêtes opposées aux points respectifs 



y ^ ' o^ z / P' 

z _^ j ~q^ X / 7» 

c \ ca a V ^^ 

X , I r^ y / r^ 

a V ab \ ab 
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Elle touchera ces arêtes, et forcément aussi en leurs mi- 
lieux, si l'on a 

p^zizLbc, q^±=ica, r^zi^ab. 
Donc la surface du second degré 



_^ i -r y z \^ y^ ^'^ ^y 



— . %/ 



abc 1 bc ca ab 



touche en leurs milieux les six arêtes du tétraèdre OABC, dont 
les arêtes latérales OA, OB, OC, issues de l'origine et dirigées 
suivant les axes de coordonnées, sont respectivement i a, 2b,2c; 
de plus, la sur/ ace a son centre situé au centre de gravité du 
tétraèdre, 

374. Condition pour que Tintersection I des trois plans 

/ P zmax -\~by -\-cz -h dt =^o, 
<5) P' — a'x -4- b'y -^ c'z -t- d't — o, 

P'' =: a'x -h èV H- c"z H- d"t =: o 

appartienne à la surface du second degré (2).— Les plans 
qui passent par l'intersection I des trois plans P = o, P' = o, 
P^'rzzo sont représentés par l'équation générale 

(6) PH-X'P'+X"P''rr-_0. 

Or l'un de ces plans est tangent à la surface (2) au point d'in- 
tersection même Ides trois plans (5). Si l'équation (3) repré- 
sente ce plan, on doit avoir 

./; _ /; 



f- fi 



c -\- dV -^ d'V ~~ d -^ d'V -\- d'Y 



2X 



Les coordonnées ^,/, ^, t du point I et les trois indétermi- 
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nées X, X', X'' devront donc satisfaire aux sept équations 



o.X -h 


.XX' 


O.X 4- 


.XX' 


o.X 4- O 


.XX' 


a . X -H a' 


.XX' 


b,l-hb' 


.XX' 


c .l-hc' 


.XX' 


dA-^d' 


.XX' 



O .XX"4-a^ -h by 
o . XX" -h a'x -h by 
o . XX" 4- a'x 4- by 
a". XX" 4- A o? -hB"j 
^^".XX"-hB"^4-A'7 
c" . XX" 4- B'^ 4- B j 
t/".XX"4-C^ 4-C'7 



c^ 



c'z 



c"z 
B'5 
B5 



dt 

d't 

dH 

Ct 

Ct 

C"t 



= o, 
= o, 

r=0, 

= o, 
= o, 
= o, 

— O, 



dont les deux premières expriment que le point d'intersec- 
tion \{Xy 7, Zy t) appartient aux trois plans (5). 

Pour que ces sept équations, linéaires et homogènes par 
rapport aux sept inconnues X, XX', XX", x^ y, z, t, soient véri- 
fiées par Jes mêmes valeurs de ces inconnues, il faut et il 
suffit que leur déterminant soit nul. La condition cherchée 
est donc 



(VI) 



o 


o 


o 


a 


b 


c 


d 


o 





o 


a' 


b' 


c[ 


d' 


o 





o 


a" 


b" 


c" 


d" 


a 


a' 


a" 


A 


B" 


B' 


C 


b 


b' 


b" 


B" 


A' 


B 


C 


c 


c" 


c" 


B' 


B 


A" 


C" 


d 


d' 


d" 


C 


C 


C" 


D 



= o. 



11 est aisé de voir que le premier membre de cette relation 
est le discriminant de la fonction 

2XP4-2X'P'4-2X"P"4-/(a?,7,^,0=O, 

pris par rapport aux sept variables X, X', X", Xy j, Zy t. Par 
conséquent, pour que V intersection de trois plans soit située 
sur une surface du second degré, dl faut et il suffit que Von 
trouve zéro pour le discriminant de la fonction que Von obtient 
en ajoutant au premier membre de l'équation homogène de 
la surface les doubles produits respectifs des premiers membres 
des équations homogènes des trois plans par trois noui^elles 
variables. 
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On verrait ainsi que l'intersection des trois plans 

appartient à la surface 

Çix> — j* — iz^-\-iyz-\- 6xy -h 2 a? — 4/ — 2s = 0. 



IV. — Les cônes circonscrits aux surfaces du second 

DEGRÉ. 



375. Condition pour qu'une surface /{x,y,z)z=zo soit 
conique. — - Cette surface sera un cône passant par le point 
(a, b, c), si le plan tangent 



<0 



(x-^)A+(Y-jK)/; + (z-^)/,^o 



contient Ja droite 



(2) 



X 



X 



X Y — y Z — z 

a y — b z — c 



— M, 



qui joint le point variable (^, j, z) de la surface au point (a, 6, c). 
On obtient ainsi, entre les quatre inconnues X — x^ Y — y, 
Z — 5 et a les quatre équations homogènes du premier 
degré 



o.«+/,(X-^)+/;(Y-7)-h/:(Z~^) 



o, 



{x — a)u^ (X — ^) -+-o.(Y — 7)-f-o.(Z — 5) =:o, 
(/ — 6)a-+-o.(X--j7)-+- (Y— 7) + o.(Z — ^)=io, 
{z — c) f£ -f- o.(X — or) -i-o.(Y — 7) -1- (Z — 4î) =0. 

Éliminant ces inconnues, on trouve la relation de condi- 
tion 

^ fx fy fz 

X — ai o o 
y — b o I o 
z — c* o o I 



(I) 



= 0, 



qui doit exister, quelque soit le point (^, j^^) de la surface. 
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Celle relalion, qui revient à 

(II) {x-.a)f^^{Y^b)f;.^{z-c)J',-=o, 

s'appelle \ équation aux différences partielles des surfaces 
coniques qui ont leur sommel au point (a, 6, c). Elle s'obtient 
immédiatement en remplaçant, dans (i),X — ^, Y— y, Z — z 
par leurs valeurs tirées des équations (2). 

376. Condition pour que Téquation générale du second 
degré 

(3) I ^i^yz^iY^' zx-\-iWx 

( -H aC^^ + 2C'/;/ -h 2Cf^4-D^-=:o 

représente un cône. — On sait que l'équation du plan tangent 
au point {x\y\z' ^ t') de la surface (3) est 

^y-' + y /y' -+- ^fz' + ^//' = o 
ou 

(4) ^y; ^/fy^ ^7z + ^7; =■■ o. 

Siréquation(3) représente un cône, le plan tangent (4) pas- 
sera par le sommet; et si ^, /, z, t sont les coordonnées de ce 
sommet, l'équation (4) devra être satisfaite, quel que soit le 
point de contact (^', y, ^', i') du plan langent, c'esl-à-dire pour 
toutes les valeurs de ces variables qui vérifient en même 
temps les équations (3) et (4). On obtient ainsi les quatre 
équations de condition 

{fx = A ^ + Wy 4- B'^ 4-- C ^ = o, 

y'y.^Wœ^k'y+'^z-^C't^o, 

{f^ :::::: B'^ 4- B 7 -+- A''^ + C" t ■= O, 

J/; = c ^ + C'j 4- C'z -i-Dt^o. 

Ces quatre équations, étant homogènes, ne sauraient être 
vérifiées par les. mêmes valeurs des variables que si leur 
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déterminant est nul. La condition demandée est donc 

A B' B' C 

B' A' B C' 

B' B A'' C 

C CCD 
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(III) 



A=: 



= 0. 



Donc, pour que V équation du second degrés à trois varia- 
bles y représente un cône, il faut et il suffit que le discriminant 
de son premier membre, rendu homogène, soit égal à zéro. 

377. Équation du cône issu du point P(^i, ji, ^1, ^1), qui 
est circonscrit à la surface du second degré (3) (^). — Dési- 
gnons par X, y, z, t les coordonnées d'un point quelconque M 
d'une génératrice du cône, et par j?', /', >3', t' celles du point 
de contact C de cette génératrice avec la surface (3). Nous 
avons évidemment (193 



œ 



- r — 9 -« = ; : — , C T— 

I -H A I-f- A 1 H- A 



T-^> / 



dont rindéterminée X dépend de la position du point M sur 
la génératrice CM. 

Le point de contact C appartenant à la surface (2), nous 
avons 

/./ / f r */\ ^l'^H-X^i Y-h'kyi Z-\-\Zi t-\-lti 



H-X' i-hX i-hX i-hX 
— (TTjTxyj/^'^'+'^'^i'^ -hX7„5 -^lzi,t-^lti). 

Développant le second membre, on obtient, pour déter- 
miner X, l'équation 

>^y('^i,7i,-i,^i)-^>^C^/x,-+-7/n-+- -/s,-H tf[^)-^f(oo,y, z, t) = o. 

Les deux racines de cette équation devant être égales, on 
trouve 

(IV) (^y:,+ jy;,+ ^/;4- </';j^-- 4/(^,7,^,0/(^1,71,-1, 0^0 

pour l'équation du cône demandé. 



(') G. DOSTOR, loc. cit.^ p. 302. 
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378. Équation du cône circonscrit à la surface du second 
degré ( 3 , et qui touche cette surface suivant son intersec- 
tion avec le plan 

(5) par -h gy-h /s-i-5£--=:o(*). 

Soient x,, y\, >3,, t^ les coordonnées du sommet P du cône; 
le plan polaire du point P sera 

Ce plan sera identique avec (5), si Ton a 

(6) /r.= 2/?X, fy,— '3Lq\ /,,=:2rX, f,=ltl. 

Multiplions ces quatre équations par les coordonnées res- 
pectives ^,, ji, xîi, ^1 et ajoutons; nous obtenons Tégalité 

— 2\ (/? J7i H- 77i -i- rz^ -h st^ ), 



ou 



V\^uyu^\,t^) 



qui, jointe aux équations (6), fournit le système des cinq 
équations 

— X/? H- Al J7 -h B"7i + B' .Si -+- C ^, — o, 

— Xr-4-B'^i+ B ji 4- A'^^i 4-^^1 = 0, 

— X^ -h C ^1 4- C j, H- c s, H- D ^, — o, 

entre les quatre inconnues a?,, y,, -Si, ^i au premier degré. 
Éliminant ces inconnues, on trouve la relation 



/{^i9 y\9 ^\i 


f.) 


Kp 


Iq 


Xr 


Is 


ip 




A 


w 


B' 


C 


Iq 




B' 


A' 


B 


C ; 


\r 




B' 


B 


A" 


cl 


Is 




C 


C 


C 


1) 1 



o. 



C) 6. DOSTOR, loc. cit., p. 202. 
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3i5 



qui donne 



(7) /(•2:^i»7i>5i,^*) = — T 



Â 






P 


î 


r 


s 


p 


A 


B' 


B' 


C 


9 


B" 


A' 


B 


C 


r 


B' 


B 


A' 


c 


s 


C 


C 


C 


D 



OÙ A représente le discriminant (V) de la fonction (4) du 
n» 296. 
Des relations (6) on tire 

(8) ^/A-H//n + -/^'. + ?A', — 2 A (/> j? + (7j 4- rz H- 5^. 

Il suffira maintenant de substituer les valeurs (7) et (8) dans 
réquation (IV), pour avoir l'équation demandée du cône cir- 
conscrit dont le sommet est le pôle du plan (5). Cette équa- 
tion est 



(V) 
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P A 


B" 


B' ( 










/(«•,/, s, 


q B" 


A' 


B ( 
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A" ( 
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CHAPITRE IL 

LES INVARIANTS. 



§ I. Les transformations linéaires. — § IL Les invariants. 



§ ï. — Les transformations linéaires. 

379. On appelle transformation linéaire d'une fonction 
homogène de n. variables Xy v, 5, ... le résultat qu'on obtient 
en remplaçant, dans la fonction, ces n variables par des fonc- 
tions linéaires de nouvelles variables x\ y, z', . . . , c'est- 
à-dire en y faisant 

x ■— X, x' "+- {Xj j' -h- vj s' H- . . . , 

/ ~ \^x' -h [^27' -+- ''2-' -^ • • > 
z — \x'-\- ]x^y' -+- V3 g' -h 

380. Exemple. — Dans la fonction homogène du second 
degré à deux variables 

faisons 

(2) j;rzrXi^'H- |x,7\ y — \x'-^\i.^y\ 

elle devient 

2B(Xi^'+jXj/)(X2a;'-i-îx,/)-hC(X,.r'-+-ti.,/)\ 
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OU, en effectuant et en ordonnant par rapport à x'y 

cp(a?',/) = (AXJ-4-2BX,X5-i-CX|).r'« 

-4-îî(AXi{Xi-+- BXi{x,-f- BXj{Xi-i- CXjjXj)^^ 

-h(Aix;-h2BîXiîx,H-CîxJ)/^ 

Cette fonction transformée peut se mettre sous la forme 

(3) cp(^', /) .=: A'^'«-+- 2BV/-h Cys 
si Ton a soin de poser 

A'r=AXî -i-2BX,X,H-CX|, 

B'---— AX,|JL, H- B(Xj {Xj -h X2{X,)4-CX2(X2, 

C z= k\i.\ -h 2B{Xi{Xj4- C(JLj. 

Ces trois égalités fournissent les coefficients A', B', C de la 
fonction transformée (2). 

381. Au moyen de ces dernières égalités, nous pouvons 
calculer le discriminant A'C— -B'* de la fonction trans- . 
formée (3) en valeur des coefficients A, B et C de la fonction 
primitive. 

Nous trouvons en effet que 

A'C— B'«=:ACXÎîxî-+-ACXÎ{x;-2ACXiX2îx,H^2 

H- 2BU1X2 |X, |JLj— Bnj |Jl| — BUJ [JLÎ 

ou bien 

A'C— B'*z=AC(X,fx,-X2{A,)'-B*(Xj{x,-X,fx,)S 
c'est-à-dire 

(4) A'C'-B*=(AC-B*)(X,tJL2-X,{xO^ 

Dans cette égalité, le facteur Xj jxj — X^V-x est le déterminant 
des équations de transformation (2). Par conséquent, nous 
voyons que le discriminant k! CJ — B'^de la /onction transfor- 
mée (3) est égal au discriminant AC — B- de la fonction pri- 
mitive (i), multiplié par le carré du déterminant Xifx^ — X,{x, 
des formules de transformation (2). 

Le déterminant Xjji-j— XjfJt., se nomme le module de trans-- 
formation. 
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Le changement des coordonnées, en Géométrie analytique, 
s'opérant par des substitutions linéaires, est un cas particu- 
lier des transformations linéaires. 



§ II. — Les invariants. 

382. Définition. — - Dans la transformation linéaire des 
n<»* 380 et 381 , la quantité AG — - B^ est un invariant de la 
fonction Aj7*-i- 2B a:y -\- Gj*. 

En général, on appelle in\>ariant d'une fonction homogène 
de n variables toute expression entre les coefficients de 
cette fonction qu'une transformation linéaire change en une 
expression identique entre les coefficients analogues de la 
fonction transformée, divisée par une puissance du module 
de transformation. 

L'invariant est absolu, si cette puissance est égale à Tunité. 

383. Théorème. — Les discriminants sont des invariants. 
Considérons la fonction homogène du second degré 

(i) F(X, Y) =: AX*-+- 2BXY -h CYS 

dont le discriminant est le déterminant des deux équations 

iFi^AX-hBYz^o, 
iFyzizBX-+-GY=o, 
et a pour valeur 

(2) (©, — AC-B^ 

Dans la fonction (i), faisons les substitutions linéaires 

elle devient 



Pour avoir le discriminanidecette transformée (3), égalons 
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à zéro les dérivées prises par rapport à ^ etj; nous formons 
les deux équations 

-h BX'(X^ + [jLj) H- CX'(X'a? 4- (x'j) = o, 

î /; = A |x(X^ + fxj) -h B (x(X'a; + fx» 

4- B(x'(X.'r-h (xj) + C{x'(X'a?4- (x'j) =o 
ou 

(AX 4- BX' ) (X^ -h (x/) 4- (BX -h CX' ) (X'^ 4- (x'j)^=: o, 

(A(x 4- B[x') (Xo? + fxj) 4- (B(x 4- C[x') (X'^ -f- [X» 3:^ o. 

Si nous posons dans ces équations 



(4) 

elles deviennent 



( AX 4-BX'=r,i,, BX4-CX'=:a)l,, 
) A{x4-B{x'=X', B[x4- C(x':= -ui,', 



a* 



OU encore 



.1, (Xj?4- (J^j) + 'til) (X'J7 4- (J>''/)=:0, 

0.1,' (X^ 4- (x7)4-lJl'(X\a7 4- (x'j) — o, 



(X X 4- Ub X')^ 4- (X [X 4- 1)1) fx') j zz: o, 
(X'X 4- '\)l>'X');r 4- (X' p. + 1)1,' (x' )7 = o, 



et fournissent le discriminant 



Œ>i — 



X X 4- 1)î> X' X [X 4- 1)1) fx' 
X' X 4- 'MiV X' X> 4- 1)î>' (x' 



X Db 
X' ift,' 





X 


X' 


X 




f 




P" 


t^' 



Mais, en vertu des égalités (4)> nous avons 



X iftî 
X' ift)' 



AX4-BX' BX4-GX' 

A(x4-B[x' B[x4-C(x' 



A B 
B C 



donc il vient 

ou bien 

(I) 



A B 
B G 



X X' 

(X (X' 



X 



X X' 

(X {X' 



CO' r= cî)j 



X X' 
[X (x' 



X X' 

[X fx' 
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Donc le discriminant Œ>\ de la fonction transformée (3) est 
égal au discriminant (©j de la fonction primitive (i), multiplié 
par le carré du module de transformation (X(x' — [xX'). 

Prenons encore la fonction homogène du second degré à trois va- 
riables 

, (4) F(Y,X,Z)=- AX»-hA'YîH-A''Z«-h2BYZ-4-2B'ZX-haB"XY, 



dont le discriminant est (360, III) 



(©3 = 



A B* B' 

B" A' B 
B' B A" 



Dans cette fonction (5) faisons les substitutions linéaires 

V3. 



(6) 

elle devient 



i X ~ X X -h |x ^ 

Y==V.r- 



u. y 



Z :- A".r -f> a" ) 






(7) 



-+- A"! A^X H 
-t- 2B (À'jc 
-h2B'().''-C 






2 Jx 



2B''(X X H- pt j -h V z)(X'ar-+ p'jK-t-v'z). 
La demi-dérivée de cette fonction, prise par rapport à .r, sera 
/;= A X (Xj;-4- P7-4-V2;) -h A'X'(X'j:-f- p'jH- v'z) -+- A^" (l" jc h- u' jy 

-t-B r(ya:-hii.y-r-v'z) - b /'(X^x-h^-^ 

-hB'X"(XxH-p7-+-vz) -t-B'X (/"x-^-ix"^ 

B''X'(Xx-hpr-+-v2)H-B''X (X'x-hp'j--i-v'z) 



4/;=(AX-hB"X'H-B'X'')(Xx-hpj-+-v z) 
-+- (B"X -h A'V -h B X") (X'x -*- p'jr -+- v'z) 
-h(B'X-hB V-»- A"X")(X*xH-p>-f-v''z). 

On calculera semblablement {/' et -J-/,' . 

Si Ton égale à zéro les trois expressions ainsi obtenues, ou forme le 



.'z) 



y'z) 
y'z] 



ou 
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système des trois équations 

c^o (^x -1- pj^'-H vz) -f- IJb {l'a: -i- fx'r-i- v'z) -f- G (V'j; -+- p*^ -f- v*2) -t o, 

,.l>" (>^ -H fzj- -T- vz) -+- a)b"()/jc H- p' r -h v'z) -H e" ( À"jc -t- p"r -h v"z) = o, 



en posant 

(9) )Af.H-BV' 
f Av -f- B%' 



wr-^x, Bn 

B>"^X', B> 



AT-+-B)/' = 1)1) , B'! 
A'^'-HB^x^'^Db', B> 
AV-^-B^" = iPo", B'v 



B)/+A"X"=e , 

Bp'H-A>"=e', 

Bv' H- A'^v" =^ G". 



Mettons les variables en facteurs communs dans les équations précé- 
dentes (8); nous pouvons les écrire 

{X >. -4-tlî, VH-QV')a:-^{X ^ -h l^b i^'-h Cfz')j-f- (A> v -h iJb v'-h G v")z = o, 
(.l,'X-+- '\iVV-+- GV')x-h (.Vfz-h Ul>>'-4- G^a'^jj-h (..1,'v -h i)b'v'-h GV)2 = o, 
(.l'O. -h 1)1")/-+- ei")x'-+- (X"i:x-f- ^bV'H- ^f^")r-^ («"^"^ -^ Db^v'-H G'V')z = o. 



Le déterminant de ces trois équations sera le discriminant de la fonc- 
tion F (X, Y, Z). En le représentant par (©3, on a donc 



(E).= 



X 1 -f- 1)1) V-h G X* X ^ + iJb II' 






l, VH-llb v'+G v" 



X'>-+-l)b'V-H C'A" X>-+-\lb>'-+-G>" X' V + iJb' v' -^ G' v'^ 

Jl,"^ -h ilb^V-h G'^X" Jl./> -h UlY-f- G>" x"v -f> -^b'^'H- G'S" 



Or il est évident que cette expression est le produit des deux déter- 
minants 



X «Ub G 

X' Db' G' 
X' iJb" G" 



À X' X" 



a 



P P 



dont le premier, qui, en vertu des égalités (9), revient à 

AX-f-B"X'-hB'X" B^X H- A'X' -f- BX" B'x'-+-BX' 
Ap-»-B>'-t-B'X" B>H-AV-H Bfx" B>H-Bp' 



Av -+- B"v' 



B'v" 



B^ 



AV + Bv" B'v-4-Bv' 



A"X" 
A Y' 
A%" 



est lui-même le produit des deux déterminants 



X X' X" 



u 



V 



C- F 



V 



et 



A B* B' 

B" A' B 
B' B A' 
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384. Invariants en coordonnées. — Les invariants que 
nous venons de considérer existent, quelle que soit la nature 
des formules de transformation linéaire. Il en est d'autres qui 
n'apparaissent que dans des cas particuliers, lorsque les coef- 
ficients de transformation ont certaines valeurs. 

Lorsqu'on égale à zéro des fonctions de deux ou trois va- 
riables, on obtient des équations qui, en général, représen- 
tent des lignes ou des surfaces. Dans l'étude de ces figures, il 
est important de réduire leurs équations à l'expression la plus 
simple. Cette réduction s'opère par un changement conve- 
nable de coordonnées. 

Dans la transformation des coordonnées, certaines expres- 
sions entre les coefficients de l'équation et l'angle des axes 
des coordonnées conservent la même forme. Ces expressions 
sont des invariants en coordonnées. Nous nous proposons de 
déterminer ces invariants pour les équations du premier et du 
second degré à deux variables. 



385. Invariant de la ligne droite, 
mier degré 



L'équation du pre- 



(0 



» A^ H- Bj-hC:=o 



représente une ligne droite, dont la distance à l'origine est 

Csine 



V/A^4-B2 — 2ABcose 



où 6 représente l'angle des axes. 

Si les axes de coordonnées tournent autour de l'origine, de 
manière à comprendre entre eux l'angle 6', l'équation de la 
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droite prendra la forme 

OÙ le terme connu C est le même que précédemment. La 
distance de la droite à la même origine sera 

Csine' 



V/A'^4-B'*— aA'B'cosO' 

Nous avons donc l'égalité 

Sîn6 sinB' 



z y 



V/A^H- B^— 2 AB cose v/A'^-h B'*— 2A'B''cose' 

qui ne contient pas le terme constant de Téquation de la 
droite. 

Or, si actuellement nous déplaçons Torigine des coordon- 
nées, le terme C changera seul et Tégalité précédente subsis- 
tera encore. 

Nous voyons que l'expression 

sin6 



v/A*-hB2— 2ABcose 

* 
est un invariant de la droite (i). 

386. Invariants des courbes du second degré. — Suppo- 
sons d'abord que la conique soit douée d'un centre et se trouve 
rapportée à ce centre comme origine des coordonnées; elle 
sera représentée par l'équation 

Aa?*4- 2B^/ -h Cj*-h H = o, 

et la distance R de l'un M(^, y) de ses points à ce centre sera 

donnée par 

R2 = ^r* -h j* 4- 2JJ/C0SÔ, 

où 6 représente l'angle des axes de coordonnées. 

Si ces axes tournent autour de l'origine, de manière à com- 
prendre entre eux l'angle 6', l'équation de la conique devi^îndra 

k'x'^ H- 2 B V/ -h Cy 2 H- H = o, ' 

DosTOR. — Determ. 23 
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et la distance R du même point M à Torigine sera donnée par 

R« =z ^'» -h /»-+- aa^y cos6'. 

Nous avons ainsi les deux identités 

R^'H- 2Bx/ -h Cy- ^ A'^a:''-h aBV/-h CyS 
j7»^_ j»4- 2jr/cos6 = j?'*-hy + 2 j^y cosô'. 

De la première égalité retranchons le produit de la seconde 
par une indéterminée X; il nous vient 

(A — X)x*-f- 2(B — X cose)a7r -4- (C — X)j« 

= (A'— X)a:'»4- 2(B'~ X cosô').ry H- (C— X)/». 

Nous pouvons déterminer X de manière que le premier 
membre devienne un carré parfait {mx-h wj)'; la même va- 
leur de X rendra aussi le second membre un carré exact, 
puisque notre transformation de coordonnées réduit (/nj?-f-/ir)* 
à la forme (/nV-+- n'y' y. 

Les deux membres de notre égalité seront des carrés, si l'on a 

(B — Xcose)«--(A — X)(C — X)=o 

et 

(B'— Xcose')'~(A'— X)(C'— X)=:o 

ou 

B* — AC -h X (A H- C — 2B cosO) — X> s:n*e — o 

et 

B'»— A'C'H-X(A'4-C'— 2B'cose') — X«sin'e'==o. 

Ces deux équations devront être satisfaites par les mêmes 
valeurs de X ; par suite, les sommes de leurs racines seront 
égales, ainsi que leurs produits. Nous obtenons ainsi les éga- 
lités 

sin*6 sin*ô' 

A-i-C— 2Bcose _ A^ + C^— 2B^cose^ 
sin»e ~ sin*e' 

Si actuellement nous déplaçons Torigine, les termes du 
second degré ne changeront pas dans l'équation de la courbe, 
et les deux expressions précédentes ne changeront pas. Donc 
ces formes représentent des invariants, dans le cas où la 
conique est douée d'un centre. 
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Dans la conique 
(0 /(^>/)~A^'-h 2Bxy-{- C/*-+-2D^-:--2Ej-+-F=:o, 

transportons les axes de coordonnées parallèlement à eux- 
mêmes au point (^i,/i), en posant a?rzza?'H-a7i, jnz j'4- j, ; 
son équation devient 

Si le point (^1, ji) est le centre de la courbe, nous aurons 
à la fois 

ou 

Axi H- B/i -h D = o, Bx, -^ Gji -h E = o. 

Multiplions ces deux dernières égalités respectivement par Xi 
et 7,, puis ajoutons les produits obtenus; nous avons la nou- 
velle égalité 

Aœ\ H- 2Ba?i7i -+- Cy\ 4- D^i 4- Eji — o, 

qui réduit la fonction /(^j, /j) à Da^jH-E/i-h F. 
L'équation de la conique rapportée à son centre sera donc 

A^'»-i- 2Ba?y H- G/»-i- D^i -h E/i 4- F= o. 

Nous pouvons rendre cette nouvelle équation indépendante 
des coordonnées primitives xi, ji du centre. 

En effet, désignons par k la valeur que prend la demi-dé- 
rivée D^iH-Eji-hF, lorsqu'on y remplace Xi et ji par les 
anciennes coordonnées du centre. Nous aurons les trois équa- 
tions simultanées du premier degré à deux inconnues 

A.ri4-B/i4-D .:=o, 
B;ri-i-Cji-+-E — o, 

D^Ti + Eji-i-F — K^o, 

qui, pour être compatibles, exigent que Ton ait le détermi- 
nant 

A B D 

B C E =0, 

D E F — K 
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OU 



A B D 




B C E 




D E F 





A B o 
B C o 
D E K 



= 0, 



Le premier déterminant est le discriminant A de la fonction 
donnée (i) du second degré rendue homogène; le second dé- 
terminant se réduit à K( AC — B*): par conséquent l'équation 
précédente revient à 



A — K(AC — B»)r=o 



et donne 



K — 



8' 



AC - B* 
où AC — B» = 8. 

Donc notre conique (i), étant rapportée à son centre, pourra, 
par la suppression des accents, être représentée par Téquation 



Aj?'-4- 2Bxy -\- Cj* -4- T^ :=o. 

Si les axes de coordonnées tournent autour de ce centre, 
l'équation de la courbe prendra la nouvelle forme 

AV» + aBV/H- Cy -H ^ == o, 

où le terme constant a conservé la même valeur. 
Par conséquent, nous avons l'égalité 

A A' 



§ — ^/» 



mais nous avons vu que 
multipliant, que 



8' 



sin^ô 
A 



= . ,^, : donc on trouve, en 



A' 



sin*6 sin*0 



2ft' 



Ainsi la forme 



sin^e 



est aussi un invariant des courbes du 



second degré. 
Supposons maintenant quQ la conique donnée soit dépourvue 
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de centre et qu'elle se trouve représentée par Téquatton gé- 
nérale 

où Ton a AG -B^=zo. 
La conique 

A^* -h 2 (B + P)^y 4- C y*4- 2D^ + 2E7 -h F ~ o, 

où ^ est différent de zéro, se trouvera douée d'un centre, 
puisque AG — (B-hp)* n'est pas nul. Par conséquent nous 
aurons les égalités 

sin-^ô ~ sin^Ô' ' 

A-f-C — 2(BH-[i)cose A'4-G'— 2(B'-h0')cose' 



y 



sin^e sin^e' 

sin^e ~" sin*Ô'' 

où P' s'annule en même temps que p. 

Or ces relations ont lieu quelque petits que soient p et p'; 
donc elles existent encore à la limite, lorsque p==o et P' = o. 
Donc les fonctions qui expriment les premiers membres des 
équations du second degré admettent toujours trois inva- 
riants. 

Elles ne sauraient en posséder davantage. 

En effet, la fonction du second degré à deux variables ren- 
ferme six coefficients, et les formules de transformation des 
coordonnées qui fixent la position de nouveaux axes contien- 
nent trois paramètres (^). Les six coefficients de la transformée 
seront donc .liés aux six coefficients primitifs par six relations 
qui renferment trois paramètres; par suile, l'élimination de 

m I ■ ■ ■ ■ ■■ - ■ ^^-■^— I ■ ■ I ■ !-■-■■■■ I ■ — — ■ ■ I I ■ I II a III ■ ■!■■■■ M^^— ■ ■■■ Il -■■ I -■ ^— M^^ Mil ■■ ■■ 

(*) Les formules de transformation des coordonnées, qui sont 

x' ^\x\( — a) -h •/ain('/9 — /3) .r' sin« -h r' sin /3 

x = j:^ H ;— , .r =Xx -1 ;— T » 

* sinô . ^1 gjjj^ 

contiennent, en apparence, les quatre paramètres j:,, ^,, a et /3; mais l'un de 
ces deux derniers angles se trouve éliminé au moyen de l'égalité ^ — u.^=0'-i 
où 6' est. l'angle compris entre les deux nouveaux axes de coordonnées. 
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ces trois paramètres ne laissera subsister que trois relations 
entre les anciens coefficients, les nouveaux, l'angle primitif ft 
des axes et Tangle 6' des nouveaux axes. 

Ces trois relations déterminent les trois invariants des fonc- 
tions du second degré à deux variables. 

En général, si n est le nombre des coefficients d'une fonc- 
tion du m'*™" degré à deux variables , la fonction admettra 
n — 3 invariants en coordonnées. 

Dans l'équation du premier degré Aj: -h Bj-f- C==o, les 
coefficients A et B des variables ne sont modifiés que par le 
changement de direction des axes, dont les formules contien- 
nent un paramètre. L'élimination de ce paramètre entre les 
deux relations qui existent entre les coefficients A et B et 
ceux de la transformée fournit l'invariant de la ligne droite. 
Le déplacement de l'origine n'agit que sur le terme constant C, 
qui ne doit pas figurer dans l'invariant. 

387. Interprétation géométrique des invariants. — Les 
invariants d'une fonction expriment toujours une propriété de 
la figure {ligne on surf ace) que représente Téquation obtenue 
en égalant la fonction à zéro. 

Pour le faire, supposons, pour plus de simplicité, que Ton 
passe d'axes rectangulaires à d'autres axes rectangulaires. Nos 
invariants du second degré se réduiront à 

B«-AC = B'2— A'C, Ah-C=:A'4-C, Az=y. 

!•» La conique 

(i) kx^-{-i^xy 4- Cj*-i- H=: G 

coupe les axes de coordonnées aux points 



et les cordes qui passent par ces points d'intersection sont re- 
présentées par les équations 



X 



v/A±jv^ ==ihv/-Il; 



LES INVARIANTS. S5ç) 

par suite, les dislances de ces cordes au centre de la courbe (i ) 

seront égales à 

H 

V A 4- C '■ 

L'égalité A' 4- C ::= A + C exprime donc que toutes les 
cordes, vues sous un angle droit du centre de la conique, sont 
à égales distances de ce centre, ou, en d'autres termes : 

Tous les losanges inscrits dans V ellipse {}) sont circonscrits à 
un même cercle. 

2<» Le diamètre conjugué à Taxe des x, ou la droite 

i/;=zA^4-B7 = o, 
coupe la conique (i) en deux points, dont les ordonnées sont 



— 1- _ ^H 

^^~^V AC — B^' 

pendant que Taxe des œ rencontre la courbe (i) en deux points 
qui ont les valeurs 

— H 

pour abscisses. L'aire du parallélogramme, qui a ces quatre 
points pour sommets, est donc égale à 



/ H* 

Il s'ensuit que l'égalité A/C— B'* = AC — B' exprime que : 

Les parallélogrammes construits sur les diamètres con- 
jugués sont équivalents, 

388. Pour déterminer, par un autre exemple, les invariants 
des fonctions du second degré à deux variables, proposons- 
nous de déterminer les axes de la conique à centre 

( I ) A J7* -+■ 2 B ^7 4- C j* -h H = o. 

Si de l'origine, centre de la courbe, nous décrivons un cercle 
avec l'un des axes comme diamètre, ce cercle sera tangent à 
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la conique à deux sommets opposés. Or, 6 étant Tangle des 
axes de coordonnées, Téquation de notre cercle sera 

(2) ^* + /*4- 2a:jC0S6 — R*=:i0. , 

Nous pouvons tirer des équations (i) et (2) une équation 
lioinogène en x et j, qui représentera les droites d'intersec- 
tion de ces deux courbes. Cette équation homogène s'obtient 
en multipliant (i) et (2) respectivement par R* et H, et en 
ajoutant; elle est 

(AR»4-H)^»H-2(BR»H-Hcose)^jH-(CRM-H)7*=:o. 

Les deux sécantes communes représentées par cette équa- 
tion se confondront avec un axe de la conique (i), si le pre- 
mier membre est un carré parfait. On trouve ainsi Téquation 

(BR*4- H cos6)«— ( AR»-+- H) (CR^-^- H; = o, 

qui fournit les demi-axes a et 6 de la conique (i). 
Elle revient à 

(B*— AG)R*— (A — 2B cos6 4- C)HR»— H* sin«e == o 

et prouve que 

[ ^ ,, A— sBcose + C „ 
^ -^ ^ = B^^TÂC ^ "' 

^^~ B^-AC 

4- 1 .*' B*— AC ^ A — 2Bcose-hC ^ , 

Ainsi les quantités — . ^^ et r—rz sont des 

^ sin*Ô sin*0 

invariants de la fonction sin*ô; ils varient avec Tangle des 

axes de coordonnées. 

389. Les invariants de la fonction du second degré à trois 
variables 

(i3) Kx'' -\- M y^ -^ SI' z^ -^^ l'^yz -^ 1^^ zx -\- iW xy -{-"^—o 

se trouvent de même, en traçant une sphère concentrique et 
bitangente à la surface représentée par cette équation. 
Si nous appelons R le rayon de cette sphère et que a, [x, v 
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représentent les angles YOZ, ZOX, XOY compris entre les 
axes de coordonnées, Téquation qui fournit les trois demi- 
axes a, ^, c de la surface (i3) sera précisément Téquation (VII) 
du n° 345, p. 299. 
Elle peut s'écrire 

AR«- PHR*4-QH»R2- ^H'^zzio, 
en posant 

P=:B2— A'A''4-B'2 — AA'-h2(AB — B'B'')cosX 

-4-2(A'B'— B^'B)cos(xH-2(A"B''— BB')cosv, 

Q~ A sin*X4- A'sin*(x4- A"sin'v -h2B (cosjjlcosv — cosX) 

-h 2B'(C0SVC0SX — COSfx) 4- 2B''(C0SX COS(X — cosv), 
. û = I — COS*X H-COS'fJL — COS'v H-2C0SXc0SfJLC0Sv. 

On en conclut 



A A A 

Il s'ensuit que les quantités A, P et Q sont des invariants. 
Le premier est absolu et les deux autres sont relatifs. 



FÏN. 



8ai9 Paris. — Imprimerie de Gauthier-Villars, quai des Augustins, 55. 
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